
����� 9 
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��	�
���	
�	������������
(Functional programming) 

 

������	����� 
1) ��������	
����
��������
���������������������������������� ����!������"���#�������

�������$�����!������"�� 
2) ��������	
����
� �&���'�#"�����������"(&����������������� ��������
3) ���������������������
����� )&��*+��,�"�����- �.����,�&���"!����������������� �����, 
4) �����������	
����
�����
�'"���#�
#"��#��/)���������0����)#��1�2��&����������������� ��������
5) ���������
�'"�3�4�# ��/�#�3�4����������0�3�4����� �����,���#5��&��3�4�������������������

�� ��������
6) ��������	
����
��&���'�6�� 7���������-���&��� �'�, � 7�����������"!���������&���
## ��, �#�

� 7����� 
��*+��,�"��"1������0�*+��,�"���� �#�*+��,�"��!!���
�!"��� )
7) �����������	
����
�����
�'"�� 7�������*+��,�"��"�)"!�
� 86����0����� )����"(������
����������������

�� �������������� �7 3��������������
� 
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�������#"�9&��� 7��������������'�����$)���0������������� ��������������� �����"�� ���
������������ ��"��5 ��������������� �������� �#���������������� ������ ���� '��-�'��� 7����
�"�����&��������� ��������������"1�����������������
�'")�#5������"�$)���0�����#5����� �#5�����
������������ ����!������"�� (procedural programming) �#��#5���������������$�����!������"�� 
(non-procedural programming) �������������
�$)����������6����� ��������������� ������. 
(declarative programming) ��������������� ����!������"�� ���� ����&�
��������)��
3�4� C ����
3�4� Java '����� 7���!5&"1�������������&���"��������&���"��5$����#��)"!'�����"��$)�	##"�7,
�5)���
���������� ��&-������������������� ������. '����� 7��&�
�&�����������.�����)����������
�
'����������0�&���
#�&��$���0����	##"�7,���������� �)
$��������!5&"1������������-�)
#����
)��������
� 7������������� ����!������"�� 

9.1 ��	�
���	
�	������	�����
�����
�� 	��	�����
����� 
(Procedural and non-procedural programming) 

 
��������������� ����!������"�� ��0�� 7�����"��������� �����,���$)��"!� �7 �#�)
���'��

����+�
����&������������� �����, ����"�'����
��"�����������*����
�"��, (von Neumann machine) ���
�����������!�#"���� ����
�����#	#�#���#�����
����'��

����
����'��������������<!�5)����"��&����������#�&���
#������������� ��&-�������
�����#	#����"����0��������&������
�����#	#�#�� �����!�5���������#	#&����������)
����
��(�'����� 7��"��)��
&�������"�������)��� (assignment statement) )"��"��
���8
�)���)���$���1

Program Modulo 
(1) read M1
(2) read M2
(3) M1 = M1 – M2
(4) If M1 >= 0 then goto (3) 
(5) M1 = M1 + M2
(6) write M1
(7) halt

&�������"�������)��� ���� &�������"����� (3) �#� (5) ��������� Modulo '������������&��
���� �����,��#��
���#� ������������������'! ������5)���
&������ �����,'���0��"�!��	##"�7,
&��������� �����&������ �����,'�� '��-�'������������?������
����'�� )"��"��
������
���� 9.1 
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�����&������ �����, (State)
��������������
����'��

#��)"!��������#	#����"�� 
(Thread) &���
#�&�� 

M1 M2 
	##"�7, 

13,4    

(1) read M1  13   

(2) read M2  13 4  

(3) M1 = M1 – M2  9 4  

(4) if M1 >= 0 goto (3)  9 4  

(3) M1 = M1 – M2  5 4  

(4) if M1 >= 0 goto (3)  5 4  

(3) M1 = M1 – M2  1 4  

(4) if M1 >= 0 goto (3)  1 4  

(3) M1 = M1 – M2  -3 4  

(4) if M1 >= 0 goto (3)  -3 4  

(5) M1 = M1 + M2  1 4  

(6) write M1  1 4 1 

(7)  halt  1 4  

�
���� 9.1 �����&������ �����,&-������#	#������� Modulo 
 

��������������� ����!������"�� '6���0�� 7������������������������"�������)�����0��#"������
��!�5����������&������������� �����, �)
������"������3����� ���� ����"����81�� ( for, while, repeat, 

etc.) ����"����������$& ( if, switch, etc.) ���
�����!����������)#��)"!��������� ����&�
��������
)��
3�4��� ����!������"�� (���� 3�4� Pascal, C/C++, FORTRAN, BASIC, etc.) '6���0�#"�4-����
�&�
����������������� )�#"�����
��"!�����#��
������(������#��
����������
����'��)&���������
���� �����,$���� #��)"! '�����"��$)�	##"�7,�5)���
����������86�����$)����#"�4-����C��,)���,�#�
#"�4-����������&������������� �����,��� �7 �#���� 7����� )�#�� 7�����&�
��������&��
�����������, 

��������������!!$�����!������"�� ��0�#"�4-�&��� 7������������������
�����!!�������
#)� �7 �#&��#"�4-����������&������������� �����,������������ )������&�
�������� �����������
�&�
����������0�� ���'��C��,)���, ���������+�
����)���C��,)���,��#��
���#�$� �"�������������0�
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����8�*�,���,$��'����0�������#��
���#���� 3�4����#5��$�����!������"�������!)��
 3�4��� ������
�#�3�4��� �������� 3�4��� ��������������"��"�7,�������#�"���0����������!�#"�������&�
�
������� ���������&���������������� �
'�,����'� �&�������"��"�7,�"1��#�
�����!5�

���������� 
�)
�����������,$��������!5#��)"!�������������"!������� ��&-����3�4��� �������� ���*+��,�"�����#��

�"!*+��,�"�����- �.����, ��0����������!�#"�&��������� ����&�
���������� �������� '6���0����
��!5�������
����'��&���
#�&��$�
"�	##"�7,���'��� )&61� �)
$��������!5&"1���������#��
���#������3�
 
��&������ �����, 

9.2 ������	�
���	
�	������������
(Principles of functional programming) 

 
3�4����� �����,�������!!���������������������� ��������'������������!�������"( 3 ����

��� 

(1) �������������&���
#��1�2�� $)���� ���������&���
#�� ���
��� ���� # ��, (list) ����������<!
&���
#����3�����9 3�4���������������� ���������"�'�$��������������&���
#���,��
,�������&��'���")���
������<!&���
#����3��)�
��"� �#�$��������������������,)�����������������9���8"!8�������� �$� 

(2) ����&��*+��,�"���1�2�����������������"!# ��, ���� *+��,�"�����������# ��, *+��,�"����
����
&���
#'��# ��, 

(3) �������������������
�����*+��,�"�'��*+��,�"�������

� ���
����*+��,�"��"�)"!�
� (higher-order 

function)
��������� ����������0����������������!)��
*+��,�"� 86��� 
��&61�'��� �'�, (expression)

�)
� �'�,��''���0�����)��
�9 ���������!&61�'��� �'�,
��
����9 ������0�� �'�,�!!��������$& 
���������!&��*+��,�"�'������
�� �'�, �)
$����&�������"�� (statement) �������������"��������81�� ������
��������� ��������'����� 7������*+��,�"����
�!"��� ) (recursive function) 86���<���*+��,�"�������
��"����81��
)"��"��
�������
!���
!���
���� 9.2 

int fact (int n) { 
int i = 1; 
for (int j = n; j > 1; --j) 
 i = i * j; 
return i; 
}

a) ���������3�4� C++ 

fun fact (0) = 1 
| fact (n) = n * fact(n-1); 
 

(b) ���������3�4� ML 

�
���� 9.2  ����
!���
!��������������� �����"���#���������������� ��������
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�"����$)��������������������� �����"�� ����������.����*+��,�"� fact() ����!�)�1&��*+��,�"����
&�������"������9����

�3�
������������
���#<!�E��� {…} �������������������� �������� ����������.����
*+��,�"� fact() ����!�)�1&��*+��,�"������������

�)���&�����&������������
�����"! (=) 86����#"�4-���0�
� �'�,$�����&�������"�� 86���"��
������
���� 9.2 � 
��*+��,�"���0������-������������ ����,����"!�&���� �����
�������"!�&����0����.
�
, fact() '����	##"�7,��0�� �'�, 1 �������������"!�&����0�������$�����.
�
, *+��,�"� fact() 

'����	##"�7,��0�� �'�, n * fact(n-1) 

 ��������#	#��������� �������� '�����#$���1�2�������������� ����������
� (binding)
������������"!��� �#�������
���� (application) *+��,�"� '���"��
������
���� 9.2 (b) �������������*�
�����
#��1'��� �������#	#������
����
���� ���� ���������������"�� fact(3) &"1�������&����������#	#���
�������
���� 3 �&���"!���� n ��������� &"1������������������
����*+��,�"���� n �������0� 3

fact(3) = 3 * fact(3-1); 
 
86��'���	##"�7,&��� �'�, 3 * fact(3-1) $)��<��������������!���&�� fact(2) *+��,�"�'6��
����
���������"1�
)��
����������
���� 2 �&���"!���� n

fact(2) = 2 * fact(2-1); 
 
�#�������
����*+��,�"�'��� )&61�81�������"1� ���)��
�������� ����,�������'���) � 

fact(1) = 1 * fact(1-1); 
 
�#��5)���
*+��,�"�����-�2�� (base case) '��
����
�����#�������������
��"����81��� 1��5) 

fact(0) = 1 
 
'���"1���� 1 '��
����
����#"!$����� �'�,���
"�����������-�����

� ����������- 

fact(1) = 1 * fact (0) = 1 * 1 = 1 
 fact(2) = 2 * fact (1) = 2 * 1 = 2 
 fact(3) = 3 * fact (2) = 3 * 2 = 6 
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9.3 !"������
(Function)

������- �.����,*+��,�"��������������
�&���
#'���8�&���)���$�
"�&���
#���8�&�����',
(�������)���) )"���)�)��
�	�3�����
���� 9.3 

X1 . . f(X1) 
 X2 .

X3 . . f(X2) = f(X3) 
 X4 . . f(X4) 

�)���(domain) ���',(range or co-domain)

�
���� 9.3 *+��,�"� f �������
���� x '���8�&���)���$�
"� f(x) ���8�&�����', 

����������
�&���
# (mapping) ���������!�&���
#�5��"����8�&���)���'����
�*+��,�"��"1����
*+��,�"���!
�-, (total function) ������������������
�&���
#���
�!���"����8�&���)��� '����
����
*+��,�"�!������ (partial function) ���$�����'���0�*+��,�"��!!�) &���
#��6���"�'���8�&���)���'�
�������
�$�
"�&���
#���
��"��)�
����8�&�����', �5-��!"� ��1��0��5-��!"� ��1�2��&���5�*+��,�"��#����

������� 
��*+��,�"�$�������� 

����7 !�
����������
����'��&���
#���8�&���)���$�
"�&���
#���8�&�����',���$)� 3 � 7���� 

1) �)
����&�
��'��'��5�����������
� 
2) �)
����7 !�
)��
�	�3�� 

3) �)
����7 !�
���
�&���?��������� 

�
���� 9.4 ��)��"��
�������7 !�
����������
�&���
#���"1�����
��!! ���"��
�����0�����������
�'�����
�#&���#�'�����$�
"������� ��� ���!��, ���#!, �#����.
�
, 
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.

.

. .
sign(-3) = minus 

 sign(-2) = minus 
 sign(-1) = minus 
 sign(0) = zero 
 sign(1) = plus 
 sign(2) = plus 
 sign(3) = plus 
 .

.

.

( a ) ����7 !�
����������
�&���
#�)
����&�
��'��'��5�����������
� 

( b ) ����7 !�
����������
�&���
#�)
����	�3�� 

minus if x < 0 
sign(x) =   zero if x = 0 

 plus if x > 0 
 

( c ) ����7 !�
����������
�&���
#)��
�?��������� 

�
���� 9.4 �
��!!����9 &������7 !�
*+��,�"� 

����7 !�
����������
�&���
#)��
�?(�
���� 9.4 c) ����*+��,�"���� sign �"���� x '����
����
����� ����,�� )*��,��#(formal parameter) &��*+��,�"� sign �)
 x �����������0�����)���8�&��
�)����<$)� ������&�����&���? ($)���� minus, zero, plus) ���������8�&�����', )"��"1�*+��,�"� sign 

'")��0�*+��,�"���!
�-,(total function) �����������������
��5�������8�&���)���$�
"�������8�&��
���', 

:
-3 
-2 
-1 
0
1
2
3

minus 
 

zero 
 

plus
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�������������)*+��,�"� sign2 &61�����)"����$���1

minus if x < 0 
 sign2(x) =  
 plus if x > 0

*+��,�"���1'����
����*+��,�"�!������(partial function) ���������������
����'���8�&���)���$�
"��8�
&�����', ������$����!�5���� (��� 0 $������������)����������
�$����*+��,�"� sign2)

���"��
���&��*+��,�"� sign(x) ��������)��� x ��� 6 '��� 
��&��*+��,�"� ��� 6 '��������
�$�
"�
��� plus ���8�&�����', ��� 6 '����
���� ����� ����,'� �(actual parameter) ������'����0����'� ����������
*+��,�"� sign �������
���� ����������� ����, ��'���
��������$)���� ���,� �����,(argument) �#����!�����
�������� ����,'� ���������*+��,�"��������
����$��
�������8�&�����', ���
���� ������
����*+��,�"� (function 

application) �"��
���������
����*+��,�"� sign )��
������ 6 ��0������ ����,'� � �&�
�$)�)"���1

sign(6) 
 
��������#	#(evaluate)&��*+��,�"� '���0�����������
��������� ����,'� �$��
�������8�&�����', ���
�?����������
����$)�� 
�����$�� (�
���� 9.4 c) �������&�
�$)�)"���1

sign(6)      plus 
 

'��� 
���#�#"�4-���������#	#&��*+��,�"�'���<�$)�����"���� ���� x '���0����
���������
�
���������
�$��������������
��"!������'��� )&61�'� ��������������
����*+��,�"� �#�������
��������
��#�� ���� x
�������0� 6 �"�����<'�������"1�$��#�)*+��,�"� 3�4��� ��������'6�$��'����0�����������"�������)��� ������"�
���'��"!��������*+��,�"��
����
�����#����'���"1��"����'�$���
���#��
���#������� 3�4��� �����������$��
��5(������������"�������)��� '����
���� 3�4��� �����������(pure function language) ���
"���3�4��� �
�������'��������(����3�4� LISP) �������
��
��!!����"�����	
���������������)����#���#��
���#�����"!
�"����$)� ������3�4���#���"1�$�����3�4��� ����������� 

������3�4��� ��������$��������"�������)��� ������'���������������������0�� ���'��C��,)���,
�#��������������������&��*+��,�"�$����	#&������
�(side effect) 86��#"�4-�������1'�����'��3�4��� �
����"���������"����$�	
�� )�"!�����������������&������
����'�� ������*+��,�"��������������"����#��
� 
��#�����"���������#�� (global variables) �#�����	#����!������������&��*+��,�"����� 
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9.4 
���$���
���%&� 
(Lambda calculus)

��#�
#"��#��/)���0���#�
#"��
������
 � )&61��)
 Alonzo Church ���E �... 1941 ����������0�
���)#�7 !�
���������&��*+��,�"� ���.6�4���#�
#"��#��/)�'6����
����&���'���������!����9 &��
��������������� �������� �#����
����&���'�������
&��*+��,�"�$)��)
$����������� ��"!$�
��-,&��
3�4� ���� �����,�)9 

����&����#�
#"��#��/)�$)���'���������"�&����3�4����� λ (lambda) ��������*+��,�"� 
� 7����� 
��*+��,�"�&����#�
#"��#��/)���)��"��
���$)�)"���1

(λx. x * x) 
 
�"�&�� λ �����!5�����0�*+��,�"�(�)
$��������*+��,�"�) �"���� x ��0������ ����,�� )*��,��#&��*+��,�"�
����������
'5) (.)����
�����!�)�1���'�������"�&��*+��,�"� !�)�1&��*+��,�"���1��� x * x 86�����
�6�
*+��,�"�
����#"����(square) �"����� ���� 
��*+��,�"�'������#<!��N) " (" �����!��&�!�&��� �����&��
*+��,�"��#������#<!�N) " ) " !������ 1��5)&�!�&�&��*+��,�"� 

������
����*+��,�"�����#�
#"��#��/)� '����� 7��&�
�������'������0������ ����,'� �����"!*+��,�"� 
$���#"�&�!�&�� 
��*+��,�"� )"��"��
������$���1

((λx. x * x)2) 
 
��0���������� 2 ��0������ ����,'� � �����*+��,�"�$)��"!���'��������
���� 2 �"!�"���� x $)�	##"�7,��0� 2 * 2 

���� 
��*+��,�"�����#�
#"��#��/)� '������!$�)��
���������!������� ��� ����
����� ����, �#�����!�)�1&��*+��,�"� �"1���������� ����,�#�����!�)�1�����&61�'��� �'�, 

��������
����
� �'�,����#�
#"��#��/)����

� 3 ����3���� 

(1) �"���!5�����"�����)��
�(single identifier) ���� x
(2) � 
��*+��,�"�(function definition, or abstraction) 86���&�
��

����
��!! (λx. M) ����� x

����"�������������������0������ ����,�� )*��,��#&��*+��,�"��#� M ���� �'�,���������������0�����!�)�1
&��*+��,�"� ����!�)�1��������0�� �'�,�#��/)�����3��)�<$)�

(3) ������
����*+��,�"�(function application) 86���&�
��

����
��!! (MN) �����M �#� N ��0�
� �'�,�#��/)� ���������
������
����*+��,�"� M )��
��������� N ����"!*+��,�"� ���� ((λx. x * x)2) 

� �'�, M ��� (λx. x * x) �#�� �'�, N ��� 2 
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�"1�����"��
������$���1'")��0�� �'�,�#��/)�

x
(λx. x) 

 ((λx.x) (λy.y)) 
 

����&�
�� �'�,�#��/)���'�����#�����$���&�
����#<! ���� (λx. x) ��'�&�
���0� λx. x ���
���
����*+��,�"�'���#��)"!'��8��
$�&�� )"��"1���������#���������������
���#<! � �'�, E1 E2 E3 '�
���
�6�������
����*+��,�"���0�#��)"! ((E1 E2) E3) �#�����-����� �'�,���"1����� 
��*+��,�"��#����
���
����*+��,�"� ����&��������
����*+��,�"�'�����������"(�
��������� 
��*+��,�"� )"��"1�� �'�, λx. y z 

'����
�6� (λx. (y z)) 

Alonzo Church �������#�
#"��#��/)�&61�����������-*+��,�"����������� ����,�"��)�
� ���� 
(λ x.x * x) ������"��- �.����,���� Haskell B. Curry $)��������� ��������"!��5���#�
#"��#��/)����
�������"!*+��,�"�������#�
����� ����,$)� �#����
����� ���1�������	
�������� ��������� (currying)

���� ������� 1� �����������*+��,�"����
��!!��#�
#"��#��/)�������
!�����"!*+��,�"��#�
���� 
� ����, ���*+��,�"� f ��0�*+��,�"������ k ����� ����, *+��,�"� g ����"!����� ����,�)�
�'���0�*+��,�"����
!����
(���
���� curried version &�� f) ��� f �#� g ��������������"��"����� 

f(x1, x2,… , xk) = g x1, x2,… , xk

�"��
�������*+��,�"�����
- f(x, y) = x * y �����������-)��
��#�
#"��#��/)��)
��#�����

���
�
��!!�����$)���0� (λ x.(λy.x * y))�
��!!�������������������-*+��,�"�������
�!������$)� ���� ��
*+��,�"� f �����0�*+��,�"�����
-����
��������� ����, x ���
�����)�
��)
 x �������0� 2 *+��,�"� f ��������#�
����

����
��!!�����$)���0� 

(λx.(λy.x * y))2 => (λy. 2 * y) 
 
������$)��
��!!*+��,�"��"�����������0�*+��,�"�����
-�#������������&��*+��,�"���1$)�������
���� y

�"��������#�
#"��#��/)�����������)&�!�&���0��"���������#�� (global variable) �#��"�
����O������ (local variable) �����)�
��"!��3�4����� �����,��)"!�
� ���
��������#�
#"��#��/)����
�
�"�����O������86����&�!�&�������
�����

��O���3�
��*+��,�"�����"�����
�
6)�����
� (bound variable)
�#����
��"����������#���������������
�����

����&�!�&�&��*+��,�"�����"����� ��� (free variable)
�"��
������� � �'�,�#��/)����� 
��*+��,�"�
����#"� k

(λx.xk)
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�"���� x ����"�����
�
6)�����
� �#��"���� k ����"����� ��� ������'���"�����
�
6)�����
���
&�!�&��

����
�3�
��*+��,�"������"1� ���'6���������#��
������"�����
�
6)�����
�$)��)
$���� )	#����!
�"!*+��,�"����� ���� � �'�,�#��/)����� 
��*+��,�"�
����#"� k ��������#��
������"������0�

(λy.yk)

����	����� ���������
����
��#�
#"��#��/)�� 
��*+��,�"��)
���� �'�, �#����
����*+��,�"�)��
� �'�,�����)�
��"� ����������

���
����*+��,�"����� '��-�	##"�7,���������&��*+��,�"�'6���0���������	##"�7,&��� �'�, � 7���������-
���	##"�7,&��� �'�,'����� 7������#��
�� �'�, (rewrite) $�'�����"��$)��
��!!���  (normal form) 

� �'�,�����0��
��!!��� ���� �'�,���$��$)��

����
��!!&��������
����*+��,�"� �"��
������$���1��)����
��#��
�� �'�,$��
��
��!!���  

((λy.((λx.xyz)a))b)
=> ((λy.(ayz))b) 	##"�7,'��������
����*+��,�"��"1����5)�)
��� x )��
 a
=> (ayz)  	##"�7,'��������
����*+��,�"��)
��� y )��
 b

�����#��
�� �'�,��'������'��*+��,�"��"1�����5) (��� y )��
 b) 86��'����	##"�7,$)���0��!!�)�
��"�
)"���1

((λy.((λx.xyz)a))b)
=> ((λx.xbz)a)
=> (abz) 

 
'���"��
���'���<�����6����'����#��)"!��������"��������#��
�� �'�, ���	##"�7,���$��
��
��!!

��� ����������"� �5-��!"� ������
��!!��� �
��!!�)�
�&����#�
#"��#��/)� ���
���� ���5-��!"� ���
�P4?�&���� �,��#�����8��, (Church-Rosser theorem)

��������-���� �'�,�#��/)�'�����������Q�����#��
�� �'�, (rewrite rules) ����!����"1�
���
�����Q���#)�
�� �'�, (reduction rules) 86�������!)��
�Q�������"( 2 &��)"���1

�!"�����1 : �����#��
������"�����������
���� �����#��!!�"#*� (α-conversion) 
 

λx.M  α =>  λy.{y/x}M, y is not free in M 
 

�Q�����#��
������"���������)������ x ��0��"�����
�
6)�����
������������#��
������"���� x

��0� y ����"1���1���� y '�����$������Q��0��"����� ����� M �"(#"�4-, {y/x} ���
�6����������� x )��
 
y
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��������-���&��� �'�,�#��/)�'��� )&61��������������
����*+��,�"��#��������� 
��*+��,�"�������
�"�����
�
6)�����
�81���"!�����"����������������
����*+��,�"�'������������#��
������"����������R���"����
�����-���	 )�#�))"��"��
������$���1���� 
��*+��,�"� (λxyz.xz(yz)) �#�����
����)��
��������� (λx.x) ���
����� ����,�"���� �#���� (λx.x) �������� ����,�"������� 

(λxyz.xz(yz)) (λx.x) (λx.x)

�����"�����
�
6)�����
� x �� (λx.x) �"1��������'6������
���#��
���������Q�����#��!!�"#*������
�R���"�$������� )��-�����81�� 86��'��������� )���	 )�#�)�����������������-���&��� �'�, �����#��
����� x
�����������0� u �#��������#"���0� v '�$)�	##"�7,)"���1

(λxyz.xz(yz)) (λu.u) (λv.v)

�!"�����2 : ���#)�
�� �'�,�������
���� ���#)�
��!!�!��� (β-reduction) 
 

λx.M  β => {N/x}M 
 

�Q���#)�
������)�����������
����*+��,�"� (λx.M) )��
��� N 	##"�7,����� )&61����� �'�, M ����"�
����
�
6)�����
� x �
�������)��
 N ����'���"��
�������������1

(λxyz.xz(yz)) (λu.u) (λv.v)

��)���������-���� �'�,�#��/)�)��
�Q���#)�
��!!�!��� ��0�#��)"!&"1����$)�)"���1 (��)��������'�
�
�#)�
�)��
���&�)�������)

λxyz.xz(yz)) (λu.u)(λv.v) 
 β=> (λyz.(λu.u)z(yz)) (λv.v)

β=> (λz.(λu.u)z ((λv.v)z)) 
β=> (λz.(λu.u)z(z)) 
β=> (λz.(z)(z)) 
 => (λz.zz) 

 
�"��
������$���1��)���������-���� �'�,�#��/)��)
����Q���#)�
��!!�!���
%&��' �����1 : (λv.v)c β=>  c 
%&��' �����2 : (λv.x(v c) v)(a y) β=>  x((a y) c)(a y) 
%&��' �����3 : (λv.c)(x v) β=>  c 
%&��' �����4 : (λv.v c)(λx.x a) β=>  (λx.x a)c β=>  c a 
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%&��' �����5.1 : (λx.plus x 1) ((λy.times y y) 3)
β=>  plus((λy.times y y) 3) 1
β=>  plus(times 3 3) 1 

%&��' �����5.2 : (λx.plus x 1) ((λy.times y y) 3)
β=>  (λx.plus x 1) (times 3 3)
β=>  plus(times 3 3) 1 

 
����#�
#"��#��/)���� (pure lambda calculus) � �'�,�����
� 3 ����3���� �"�����)��
�, ���

� 
��*+��,�"�, ������
����*+��,�"� �)
$��$)�������������#�*+��,�"���������-�- �.����,)"��"1� (times 3 

3) '6�����Q��0�	##"�7,�5)���
���"��
���&�������)
$�������#)�
����$���0� (9) �#�
 ��$������"1���
��#�
#"��#��/)����$����������'������#& ���� 3 ���'������)�5��
����

����
�&���"�����#�*+��,�"� 
���� ��������)��� x ������.
�
,�#� f(x) ��0�*+��,�"������ ����� x &61���6����� ����������&�
�����������0�
'������#&���
��!!&����#�
#"��#��/)����$)�)"���1

0 ≡ λf.λx.x 
 1 ≡ λf.λx.f(x) 
 2 ≡ λf.λx.f(f(x)) 
 3 ≡ λf.λx.f(f(f(x))) 
 . 
 . 
 . 
 n ≡ λf.λx.fn(x) 

 
����&�
����������#�*+��,�"���1�2������- �.����, ���� +, -, * ���
��!!&����#�
#"��#��/)��<

���$)�$����)��'6��������"!��5���0���#�
#"��#��/)����
5��, (applied lambda calculus) �����5(�����
� �'�,��0����������#�*+��,�"���1�2������9 $)� (����������������������, ���� +, *) )"��"1��Q��������-���
&��� �'�,�#��/)�'6���������������)�� ���� ��������������������-���������#�*+��,�"���1�2������9 $)�

�!"�����3 : ������'")*+��,��81��8����������
���� �����#��!!������ (η-conversion) 
 

(λx.E x)  η =>  E , x is not free in E 
 
�!"�����4 : ���#)�
�� �'�,��������������������
���� ���#)�
��!!�)#��� (δ-reduction) 

 ���� ��� if, true, false ��0����������Q���#)�
�����������#����1��� 

if  true  M N  δ => M
if  false M N  δ => M

�)
����������� true �#� false � 
��$)����#��)"!)"���1
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λx.λy. x 
λx.λy. y 

 
��#�
#"��#��/)���0��
��!!�
�����0�����������
������&61���������7 !�
&"1�������������&��

*+��,�"��)
��0������#��
�&���"(#"�4-,$��
��
��!!��� 86��'���0�	##"�7,�5)���
&��*+��,�"� ��
��#�
#"��#��/)����*+��,�"���0�����������������"(�
� (first-class value) �)
*+��,�"���������0������
� �'�,, ��0������ ����,��*+��,�"������#���0�&���
#�������"!&���
#��1�2������9 ���'����1����������"!
*+��,�"�����#�
#"��#��/)�'�$����	#&������
��"����� #��)"!����������"!*+��,�"�'���0��
���$��<$)��)

	##"�7,&��*+��,�"�'���0������) �$����#��
���#� ��#�
#"��#��/)�'6���0�����!!&������"V��3�4����
������������ ���������"1��#�
����� )&61�3�
�#"� ���� 3�4� LISP, Scheme, ML, Miranda, Haskell 

 

9.5 '�(�����%
������ 
(LISP and Scheme languages) 

3�4� LISP (List and Symbol Processing Language) �
������&61��)
 John Macarthy ���E
�... 1958 ������!"������"2���8��
���������<�$��� (Massachusetts Institute of Technology, MIT) 

'6�'")��0�3�4����� �����,��)"!�
��������
5���������0��"�)"!������'��3�4�*��,���� 3�4� LISP �
�
�����&61�������������#	#�"!&����������3��"(#"�4-,����9 '6�����������'������0�3�4���������
�������������+((����) 42, (artificial intelligence) ��������0���������#	#�"!�"��#&3�4� LISP 

'�������$)��������3�4�*��,������� 

3�4� LISP ����
������&61���"1������0�3�4��� ���������
������'� ����������������5��
���������
	���*+��,�"�$�����������"���������#���#�$��������������"�������)�������"���� ���&���"����'��� )'��
������	�������������*+��,�"������"1� ���3�4� LISP ���5���#"� ���� Common LISP ��5(������������"��
�����)���'6�������$����0�3�4��� ���������
������'� � 3�4� LISP '")��0�3�4�������� �� �������������
*+��,�"����
��"����81�� (recursion), ���*+��,�"���0� first-class value �"�����*+��,�"�����Q��� �'�,$)� �
�
�����0������ ����,$)� �#������0�&���
#$)�, �#���0�3�4������������)� 7�������
��������
����'�����$��$)�
�
��������#�� (garbage collection)

#"�4-��)��&��3�4� LISP ����
��!!&��&���
#�#��
��!!&�����������#"4-��������"����
�&�
��

�3�
�����#<!)��
�
��!!� �'�,���*N�8, ���������3�4� LISP �����!)��
*+��,�"��)
���
� 
��*+��,�"�'�$)���1�2����'��� �'�,�#��/)� ���� *+��,�"����!������#�
#"��#��/)�

(λx.λy. x + y) 
 
'����������
�������"!���������3�4� LISP ���$���1

(LAMBDA (x y) (PLUS  x y) 
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������
����*+��,�"�)��
��������� 2 �#� 3 ��0������ ����,�<'���#"�4-������)�
��"!��#�
#"��#��/)�

((LAMBDA (x y) (PLUS  x y)) 2 3) 
 
*+��,�"���3�4� LISP �������
��"1�����$)�)��
����������"�� (����*+��,�"�) DEFINE )"���1

(DEFINE (ADD (LAMBDA (x y) (PLUS  x y) ))) 
 
86��'����
���������������
����*+��,�"���)��&61�)"���1

(ADD 2 3) 
 

3�4� Scheme ��0�3�4���������2����'��3�4� LISP �����"!��5����������&��3�4������&��)
�#<�#� �#�������� '��-�&�!�&�&���"�����!!���"� (static scoping) ������'���0��!!�#�"�
(dynamic scoping) ��������3�4� LISP (���
���5�"���#3�4�����������)���,��#)$)�'����<!$8�,
&�����!"� MIT ��� URL: Swissnet.ai.mit.edu/projects/scheme/index.html) ���������� 7�������
��������� ��������'�����
��!!&��3�4� Scheme �"���#3�4�'���#"�4-�&��� �����,��������,�)

����"�����'���0�#"�4-������!���� 

>
9 (+ 4 5) 

 
��0�����"��!����� 4 �#� 5 	##"�7,���$)���� 9 �"((#"��-, '> ' ��0��"(#"�4-,���������"!����"�������'��# ����
�������������"��

> (quit) 
���� 

> (exit) 
 
�����)��R� control-D 
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9.6 ��	
�	�
����)*�� 
(Program and expression) 

���������3�4������#�3�4�# ��/ '������!&61�'��� �'�,86���&�
��

�3�
�����#<!)��
�
� 
�!!� �'�,���*N�8, ���� 

(+ 2 3) 
 (- 3 2) 
 (* 5 (+4 6)) 
 (max 2 3 17) 
 
�"(#"�4-,�"�����������Q3�
��� �'�, (���� +, -, *, max) '���0������������,��������*+��,�"�

�"(#"�4-,�������Q�����'���0���������), �������
��!!� �'�,���*N�8,'����
����������&�
�� �'�,���
������
�)�
5���������"!��������),'����������)�<$)�)"��"��
������$���1 (����������
 "; " �������Q��
�"��
������ ����������
!��&���������
���5���� comment ��3�4�����)

(+)   ; evaluates to 0 
(+ 5)  ; evaluates to 5 
(+ 5 4 3 2 1) ; evaluates to 15 
(*)   ; evaluates to 1 
(* 5)  ; evaluates to 5 
(* 1 2 3 4 5) ; evaluates to 120 

 
'���"��
���&����������������Q3�
��� �'�, ���� (+ 5) '���0�����O������3�
��� �'�,�"1������"1� ����������
�����������"������0������#�����������
����$)�'��� �'�,����9 ������*+��,�"� define ���� 

(define f 120) 
 
��0���������)�����"���� f ����������
��"!��� 120 �#����� f �������
����
����$)���� �'�,����9 )"���1

f ; evaluates to 120 
 (+ f 5) ; evaluates to 125 
 

� �'�,��3�4�����'�����$)���0� 4 ����3�� � � �'�,�- �.����,, � �'�,�����, � �'�,�!!��
������$& �#�� �'�,�#��/)�

� �'�,�- �.����, (arithmetic expressions) ��0�� �'�,�����������0�'������#& ���� 

7 ; has the value 7 (7 is called an atom) 
 (+ f 3) ; has the value 123 
 

� �'�,����� (Boolean expressions) ��0�� �'�,�����������0�'� � (���)��
 #t) �#���<' (���
)��
 #f) ���� 
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(< 1 2) ; has the value #t 
 (>= 3 4) ; has the value #f 
 (= 4 4) ; has the value #t 
 (not(> 5 6))  ; has the value #t 
 (and(< 3 4) (= 2 3)) ; has the value #f 
 (or(< 3 4) (= 2 3)) ; has the value #t 
 

� �'�,�!!��������$& (conditional expressions) ��0�� �'�,�#����������)
����#���&61��

��"!
������$&�����!5 �����������,�������� 2 ����3���� if �#� cond �)
���
��!!��������� 

(if <test> <true-expression> <false-expression>) 
 

(cond 
 (<tes-exp1> <expression1>) 
 (<tes-exp2> <expression2>) 
 ... 
 (else <else-exp>)) 
 
�"��
������� 

(if (> 5 4) 42 99)  ; has the value 42 
 (if (< 5 4) 42 99)  ; has the value 99 
 (if (> 5 0) 33)  ; has the value 33 
 (if (> 5 0) 33)  ; has the value #f 
 

(cond 
((> 3 2) "greater ") 
((< 3 2) "less ")) 

 ; has the value "greater" 
 

(cond 
((> 3 3) "greater") 
((< 3 3) "less")) 
(else "equal")) 

 ; has the value "equal") 
 

(define  n  -5) 
(cond 

((< n 0) "negative") 
((> n 0) "positive")) 
(else "zero")) 

 ; has the value "negative" 
 

� �'�,�#��/)� (lambda expressions) ��0�� �'�,������� 
��*+��,�"� �"��
������� 

(lambda (x) (+ x 1)) ; has the value 'the  
 ; function that adds one 
 ; to its parameter' 
 ((lambda (x) (+ x 1)) 3) ; has the value 4 
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����"1���������"!*+��,�"����������$)�)"���1

(define add (lambda (x) (+ x 1))) 
 
��������
�
�����$�������������� lambda 
 

(define (add x) (+ x 1)) 
 
�#�������
����*+��,�"����$)��"!����"1��������$)�)"���1

(add 3)   ; has the value 4 
 

3�4�������*+��,�"����$)��"!���� 
��$���#�� (built-in functions) ���������$)�)"����$���1

• max, min 
• +, *, -, / 
• quotient, modulo, remainder 
• ceiling, floor, abs, magnitude, round, truncate 
• gcd, lcm 
• exp, log, sqrt 
• sin, cos, tan 
• <, >, = , <=, >= 
• real?, number?, complex?, rational?, integer? 
• zero?, positive?, negative?, odd?, even?, 
exact? 

• and, or, not 
• equal?, boolean? 
• char?, char=?, char<=?, char>=? 

 
�"��
������������ 

(define x 3) ; x has the value 3 
(if (even? x) 7 (+ x 5)) ; expression has the value 8 

 
��������#�&���
#��3�4����� (�#�3�4�� ��/) '��������������)�
��"�������������&��# ��,

86���&�
��

����
��!! 

(a b c d) 
 
�"���#3�4�����'������#	#�������)��
�������� a ����������*+��,�"� �#� b, c, d ������,� �����,&��
*+��,�"� ���� 

(+ 2 3 4) 
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����������
 + ���*+��,�"����!�� ���,� �����,��� 2, 3, 4   ���!��'��������!!���
��"����81���"����� (+ 2

3) $)�	##"�7,��0� 5 '���"1���� (+ 5 4) $)�	##"�7,��0� 9 ��� ���	
�����&�
�����"�� 

(2 3 4) 
 
�"������#	#'��
�
���������� 2 �������*+��,�"�86��$����� )"��"1��"������#	#'����&������!������
	 )�#�)&61����'�3�� 

���	
�������������� (2 3 4) ��0��
��!!&��&���
# ���������$)�)��
����������"�� quote �����!"��"!
�"������#	#���#�������������#	#�����������
�
���������� 2 �������*+��,�"� ����������"�� quote �����
��!5�����������������0�&���
#���$)�)"���1

(quote (2 3 4)) 
 
�����&�
����
�
��$)�)"���1

'(2 3 4) 
 

�"��
������$���1��)���������#	#� �'�,, �"�����#��������� �)
�"�����#��������������0�
��������$�������&�
����#<!���! 

(define f 120)  ; binds indentifier f to the 
; value 120 

f ; evaluates to 120 
(+ f 5)   ; evaluates to 125 
(+)    ; calls + with no arguments 
(+ 5)   ; calls + with 1 argument  
(+ 5 4 3 2 1)  ; calls + with 5 argument 
(+ (5 4 3 2 1)) ; error: tries to evaluate 

; 5 as a function 
(f)    ; error : f is not a function 
5 ; evaluates to 5 
nil    ; evaluates to nil, predefined 
#t    ; evaluates to true, predefined 
(define x f)  ; defines x to be 120 

; (value of f) 
(define x 'f)  ; defines x to be the symbol f 
(define acolor 'red); defines acolor to be red 
(define acolor red) ; an error, symbol red not 

; defined 
(define colors (quote (red yellow green))) ; defines 

; colors to be a list of red, 
; yellow, green 

(define colors '(red yellow green)) ; defines colors 
; to be a list of red, yellow, 
; green 
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9.7 ���&+,�+�,�$������ 
����	�	����-������ 
(List and list processing) 

���������3�4���������������� ������������������"����$)� ������� )����
��"!�"����'�
����'����������������� �����"������������
������"�����"!����������������<!���������
����'�� 86��������
	
������������#��
���#����������
����'��$��
���$��<$)�	�������"�������)����"���� �������������
�� ��������������������
�����"!�"�����)
$�����������
�&���#�$��6���������������
����'�� �"��
������� 
(define x 5) ��0�����������
����� x �"!��� 5 )"���)���0��	�3��$)�����
���� 9.5 �)
$���������!5
�����"��"�7,���������#�$��6�����
����'�� )"��"1��������!5���� x � �����$)�'���� 5 86����0��������������
��

��"! 
x �)
$��������'���#��
���#������������&61�����#)#�$)� ���$)����
���#��
�����������
���� x $��������
�
�"!�������

�
���� 9.5 �����"��"�7,����� )&61�'������������"�� (define x 5)

����"��
������
���� 9.5 ��� 5 �����0��� )&���
#��1�2�� (primitive data types) ��3�4�����
�����)�� )&���
#��1�2��$�� 7 ����3���� �"�&�� (characters), &������ (strings), �������� (booleans), 
�#&'�������<� (integers), '���������
� (rational numbers), �#&'�����'� � (real numbers), �#��#&
'������� �8��� (complex numbers)

�� )&���
#������ � (composite data type) ��3�4����������
�����3��)�
���� # ��, (lists)
# ��,��0����������&���
#�� ������!���3�
�������������� �$)��#�
'����� ���� ��������Q

��0��"������# ��,'����
�����"� (head) �#����� ����������#����# ��,'����
������� (tail) ���� '(a b c) 
��0�# ��,��������!&61�'������ �����"������"���� a �#����������� # ��,�����#��86��$)���� '(b c)

# ��,����#5��&��&���
#�����������
�#��)"!������������������Q3�
��# ��, '��������� �3�
��
# ��,��$)��"1����.
�
,�"�&61�$� # ��,���$�������� ��#
 ���
����# ��,���� (empty list, or null list) �#��&�
�
���)��
 () ��������������� nil ���� ��������Q3�
��# ��, ��������0��������3��)�<$)� ���� ��������,
�"��#&, �"����, �"(#"�4-,, �"�&��, &������, # ��,, *+��,�"� �"��
������$���1��)����������&���
## ��, 

(I like programming) 
 (I (like) programs (with no objects)) 
 

�"��
��������0�# ��,�����'��������� � 3 �"� ���� ����#��"��&�
��
�'���"�)��
���������������
�
������
��6���������� )"��"1����� ���# ��,��1'�$)�����"(#"�4-, (symbol) ����"���� I, like, 

X

5
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programming ���"��
�����������0�# ��,�����'��������� � 4 �"� ���� �3�
�����"1��"(#"�4-,�#�# ��,
$)���� I, (like), programs, (with no objects) ���� ��"��������#������0�# ��,���������&��# ��,���
�"��
���&�������"1�����"��
�����������)����
�&��������������$)�)"��
���� 9.6 

(I like programming) (I (like) programs (with no objects)) 
 

�
���� 9.6 ���������# ��,�����)���#"�4-�&���	�3
� ���$�� 

'���
��	�3
� ���$��'��"����$)����# ��,�5�# ��,'����"(#"�4-,# ��,���� (���)��
����������
 ()) 
�N)���
�

����� �"(#"�4-,��1'��[��

������!������ 1��5)# ��, �"(#"�4-, () ����N)���
# ��,'���0�����
��,
������������"!# ��,�!!���
�!"��� ) (recursive)

*+��,�"���1�2������������������# ��,$)����*+��,�"� list �#� quote (86�����
!�����"!������
�"(#"�4-, ' ) �"��
������� 

(list 1 2 (+ 1 2)) ; has value (1 2 3)
(quote (1 2 (+ 1 2))) ; has value (1 2 3) 

 '(1 2 (+ 1 2))   ; has value (1 2 3) 
 

*+��,�"������������#	#&���
## ��,�����!)��
 

(null? x) ; ������'��!��� x �0�# ��,��������$�� ������'���������0�'� � 
; ������$�����'���������0���<'

(cons a x) ; ����� ������ ������&��$���# ��, �)
 a '��
������&��$� 

; ��0��������������# ��, 
(append x y) ; ������������# ��,���# ��,�������� )# ��,����������� �������� 

; &��# ��,��'��# ��, x �) � �#����� ��������
&��# ��,���� 
; ��'��# ��, y �) � 

(car x)  ; ��0�*+��,�"�����������#"!��0����� ��������������# ��, x

I

like 
programming ( )

I

like 

programs 

( )()

with 
no 

objects 
( )
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(cdr x)  ; ��0�*+��,�"�����������#"!��0�# ��,����5��
���������# ��, x
; 
��������� ��"����&�� x ���'�$������Q��# ��, 

(length x) ; ��0�*+��,�"�����������#"!��0�'��������� ���# ��, x
(reverse x) ; ��0�*+��,�"�����������#"!��0�# ��,��������� ������� x

; ���#��)"!�
�
����#"! 

�"��
���������*+��,�"��������"!# ��,��)�$)�)"���1

��)*�� �.���� &� 

(define mylist (list 1 2 3 4 5)) mylist 

mylist (1 2 3 4 5) 

(length mylist) 5 

(reverse mylist) (5 4 3 2 1) 

(cons a mylist) (a 1 2 3 4 5) 

(append '(a b) mylist) (a b 1 2 3 4 5) 

(null? Mylist) #f 

(car mylist) 1 

(cdr mylist) (2 3 4 5) 

(car (cdr mylist)) 2 

(cdr (cdr mylist)) (3 4 5) 

(car (cdr (cdr mylist))) 3 

(equal? '(1 2) '(1 2)) #t 

(equal? 5 5) #t 

(equal? 5 '(5)) #f 

(equal? '(1 2) '(2 1)) #f 

(equal? () ()) #t 
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9.8 !"���������/�������&
(Recursive function) 

 
����"��������81������������������� ��������'����� 7����*+��,�"����
��"����81�� �������
����

*+��,�"����
�!"��� ) )"��"��
���*+��,�"���������-����*������
#���$���1

(define (factorial n ) 
 (if (< n 1) 1 
 (* n ( factorial (n – 1))))) 

 
#"�4-�������
��"����81�� ���������������-��� 4! ��)���0�&"1����$)�)"���1

(factorial 4) = (* 4(factorial 3 )) 
= (* 4(* 3(factorial 2 ))) 
= (* 4(* 3(* 2 (factorial 1 )))) 
= (* 4(* 3(* 2(* 1(factorial 0 ))))) 
= (* 4(* 3(* 2(* 1 1 )))) 
= (* 4(* 3(* 2 1 ))) 
= (* 4(* 3 2 ))
= (* 4 6)
= 24

�"���#3�4�����!������,�"���*+��,�"� trace ������� )������������&��*+��,�"� 86��'���)�#��)"!���
���
�*+��,�"� )"���1

> (trace factorial) 
> (factorial 4) 
Trace: (factorial 4) 
Trace: (factorial 3) 
Trace: (factorial 2) 
Trace: (factorial 1) 
Trace: (factorial 0) 
Trace: Value = 1 
Trace: Value = 1 
Trace: Value = 2 
Trace: Value = 6 
Trace: Value = 24 
24 
> (untrace factorial) 
> (factorial 4) 
24 

 
��������*+��,�"����
�!"��� ) '��� �����)��
��������)��-���1�2��(base case) 86����0���-����

�����������-���$)��"����)
$���������
��"����81�� ���� ��-���� n ��������
���� 1 '���������!$)��"������ n! 

��� 1 ��-��������$�������-���1�2�� '������-���)��
������
��"����81��(recursive step) �#�������
��"����
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81���"1�'�������'5)� 1��5) '���"��
�����������)����*������
#�"!����"����� 1��5) ������'�������#���"1�
&��������
� factorial ��� n '��
�#)#���6����� )"��"1�������5) n '��
�#)���'�����"����0�.
�
,�#��&���
�
��-���1�2�� 

'���"��
���*+��,�"� sum ���$���1��)����� 
��*+��,�"����!!���
��"����81�� *+��,�"� sum �"!
&���
#�&����0�# ��,&��'������#& ���� (1 2 3 4) �#��!�����'������#&�"1���)��# ��, �������#"!��0����
	#�����0� 10 

( define (sum alist) 
 (if (null? alist) 0 
 (+ (car alist) (sum (cdr alist))))) 
 
���"��
���&��*+��,�"� sum ��-���1�2����� �����# ��,��0�# ��,���� '����	#���&�������0�.
�
, ������# ��,
�"1�$�����# ��,���� '�)6�&���
#�"����'��# ��,�������!���"!&���
#���'�)6�'��# ��,�����#�� 86����)�#��)"!
����������"!# ��, (1 2 3 4) $)�)"���1

(sum '(1 2 3 4)) = (+ 1 (sum '(2 3 4))) 
 = (+ 1 (+ 2 (sum '(3 4)))) 
 = (+ 1 (+ 2 (+ 3 (sum '(4))))) 
 = (+ 1 (+ 2 (+ 3 (+ 4 (sum '())))) 
 = (+ 1 (+ 2 (+ 3 (+ 4 0)))) 
 = (+ 1 (+ 2 (+ 3 4))) 
 = (+ 1 (+ 2 7)) 
 = (+ 1 9) 
 = 10 
 
'���"��
���*+��,�"� member ���$���1 �������������'��!�����������!5��0����� ��

���# ��,����$�� ���$�����
*+��,�"�'��������#"!��0�# ��,���� ���������*+��,�"�'�����#"!# ��,�������������!5��0����� ��"���� ������
����
*+��,�"���)��"��
���$)�)"���1

(member 4 '(0 2 4 6 8))  ; return (4 6 8) 
 (member 1 '(0 2 4 6 8))  ; return () 
 (member 2 '((1 2) 3 (4 5))) ; return () 
 (member '(1 2)'((1 2)3 (4 5))); return ((1 2)3(4 5)) 
 
��
#����
)����"����*+��,�"� member ��)�$)�)"����$���1

(define (member elm alist) 
 (if (null? alist) '() 
 (if (equal? elm (car alist)) alist 
 (member elm (cdr alist)) 
 ))) 
 

���� 
��*+��,�"����!!���
�!"��� )��0�� 7��"��������81��������
��!!�"1� ������������1����������
 
����'��'�� 1���#���������������������1�������������#���"1�&��������
�*+��,�"� � 7���"!��5�
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���� �7 3�����������1��������
����'�����)�&61� ��� �
�
����#��
��
��!!*+��,�"����
�!"��� )�����0� tail 

recursion �"�������"!���&"1�������
��"����81���� )&61����
�5) � 7���1'�������������1�����������
#� 
�"��
������$���1��)����� 
��*+��,�"� number-interval ������������������&���
#��0����� ���� ���

	
������!5 (number-interval 1 5) 	##"�7,���$)�'���0� (1 2 3 4 5) 86����0��"��#&����

������� 1 �6� 5 ���� 
��
*+��,�"�'����������
��!!��� �!!*+��,�"����
�!"��� )������  �#��!!*+��,�"����
�!"��� )����
�
��"!��5������0� tail recursion 
 
Recursive function

(define (number-interval f t) 
 (if (> f t) '() 
 (cons f (number-interval (+ f 1) t)) 
 ))

Tail-recursive function

(define (number-interval-tail f t) 
 (reverse (number-interval-help f t '()))) 
 (define (number-interval-help f t result) 
 (if (> f t) result 
 (number-interval-help (+ f 1) t 

 (cons f result)) 
 ))

�"����$)���������"!��5�*+��,�"����
�!"��� )�����0� tail recursion '��������*+��,�"����
����� ��&61���� 
*+��,�"� number-interval-help � 7�������
�������*+��,�"���)��"��
���$)�)"���1

> (number-interval 1 10) 
(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10) 
>(number-interval-tail 10 20) 
(10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20) 
>(number-interval-tail 20 10) 
() 
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9.9 !"������,��&���$� 
(Higher-order function) 

 
�����������������"(����5)&��3�4���������������� ����������� ���� 
���#�������*+��,�"�

�"�)"!�
� *+��,�"�'��
�'")�����0�*+��,�"��"�)"!�
� ���*+��,�"��"1��������"!*+��,�"�������0������ ����,�#�
�������������#"!��0�*+��,�"� 

�
���� 9.7 ��)��"��
������� 
��*+��,�"� flip ������
��!!��� �
��!!��<� 86����0��
��!!
�)�
��"!��#�
#"��#��/)� �#��
��!!
�����#����������� lambda ������ 
��*+��,�"� 

(define flip (lambda (f) 
 (lambda (x y) 
 (f y x)))) 
 

(a) �
��!!��<�&��*+��,�"� 

(define (flip f) 
 (lambda (x y) 
 (f y x))) 
 

(b) �
��!!
�� 

�
���� 9.7 ���� 
��*+��,�"� flip �����0�*+��,�"��"�)"!�
� 

*+��,�"� flip �"!����� ����, f �����0�*+��,�"����������� ����, ��� x �#� y (�"����$)�'��&������ 
lambda(x y)) '���"1�*+��,�"� flip �������"�� (f y x) 86����0�����������#"!��0�*+��,�"� f ���������� ����,�"�
�����0� y �#��"���������0� x )"��"1�*+��,�"� flip '6���0�*+��,�"��"�)"!�
���������������"!*+��,�"����
����� ����, �#�����*+��,�"��#"!�)
�#"!#��)"!&������� ����, 

�"��
���*+��,�"��"�)"!�
��
������
����"��
������*+��,�"� negate ��������������"!*+��,�"������#��
�����#	#���*+��,�"��"1���������0�'� �������<' �����������0�'� �*+��,�"� negate '����� ��7����#"!��0���<'
�#������������0���<'*+��,�"� negate '���#��
���0�'� � ���"��
�����1� ���������#"!��0����'� �/��<' $��������
����#"!*+��,�"����������"��
������ 

��
#����
)����"����*+��,�"� negate ��)�$)�)"����$���1

(define (negate p) 
(lambda (x) 

(if (p x) #f #t))) 
 

�"��,�"������� �������- �.����,����&�
��

����
��!! f ο g ������&�
��

����
��!!&��
3�4����� (�#�3�4�# ��/) $)�)"���1

(define (compos f g) 
 (lambda (x) 

(if (g x)))) 
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3�4������"�'���������*+��,�"� map ��0�*+��,�"��"�)"!�
��"!����� ����,��0�*+��,�"��#����
*+��,�"��"1�!�&���
#�5��"���# ��, )"��"��
������$���1

��)*�� �.���� &� 
(map square '(1 2 3 4 5)) (1 4 9 16 25) 
(map string? 

 List 1 'en "en" 2 'to "to")) 

(#f #f #t #f #f #t) 

(map (lambda (x) (* 2 x)) 

 (list 10 20 30 40)) 

(20 40 60 80) 

*+��,�"� map ����"��
������������&������ ������� 
��$)�)"���1

(define (map f x) 
(cond ((null? x) '()) 

(else (cons (f (car x)) (map f(cdr x)))))) 
 

*+��,�"� filter ��0�*+��,�"��"�)"!�
����*+��,�"���6������
�����������������������������O���&���
#
������5-��!"� ������������$& ���� 

(filter even? '(1 2 3 4 5)) 
 
��0��������$���O���&���
#�����0��#&�
� 86��	##"�7,���$)�'���0�# ��, (2 4) ��������"�����$���1��0��������
�O����#&��� 

(filter (negate even?) '(1 2 3 4 5)) 
 
	##"�7,���$)�'���0� (1 3 5) 

(define (filter predicate alist) 
 (reverse (filter-help predicate alist '() ))) 

 (define (filter-help predicate alist result) 
 (cond ((null? alist) result) 

 ((predicate (car alist)) 
 (filter-help predicate(cdr alist) 

 (cons (car alist) result))) 
 (else 
 (filter-help predicate (cdr alist) result)) 

 )) 
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9.10 ��	�
���	
�	������������2�'�(�����%
������ 
(Functional programming in LISP and Scheme languages) 

 
�"��
������$���1��0����������������3�4� LISP �����!������"��#&�"1���)�����<!�

������,��
,

86����3�4� LISP '�������������# ��,������,��
, 	##"�7,���$)�'���0�&������ "Sum = …" �#�����)��

���	#!��&���"��#& 

1 %lisp 
 2 >; Store values as a list of characters 
 3 >(define (SumNext V) 
 4           (cond ((null V) (progn (print “Sum”) 0)) 
 5           (T (+ (SumNext (cdr V)) (car V)) ) )) 
 6 SUMNEXT 
 7 >; Create vector of input values 
 8 (defun GetInput(f c) 
 9           (cond ((eq c 0) nil) 
10           (T (cons (read f) (GetInput f (- c 1)))))) 
11 GETINPUT 
12 >(defun DoIt() 
13           (progn 
14           (setq infile (open '"lisp.data")) 
15           (setq array (GetInput infile (read infile))) 
16           (print array) 
17           (print (SumNext array)))) 
18 DOIT 
19 >(DoIt) 
20  
21 (1 2 3 4) 
22 “Sum=” 
23 10 
24 10 
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3�4� LISP, Scheme �#�3�4���������������� ������������9 �
�����!!�����������$)��"!
��������#	#�"(#"�4-, (symbol processing) 86������'��3�4� FORTRAN ����
�����!!����������
�����#	#�"!'������#& (numerical processing) ��������-�� ��"(#"�4-,���� ��������-�����
��#�
#"���1�2�� (����
����������-���
���� 9.8) '6����$)����
��3�4� Scheme �������3�4� Scheme 
����������-�����) *�*�������
# ��)�$)�)"��
���� 9.9 

�
���� 9.8 ��������-���) *�*�������
# 

(define (diff x expr) 
 (if (atom? expr) 
 (if (equal? X expr) 1 0) 
 (let ((u (cadr expr)) (v (caddr expr))) 

 (case (car expr) 
 ((+) (list '+ (diff x u) (diff x v))) 
 ((-) (list '- (diff x u) (diff x v))) 
 ((*) (list '+ (list '* u (diff x v)) 

 (list '* v (diff x u)))) 
 ((/) (list '/ (list '- (list '* v (diff x u)) 

(list '* u (diff x v)) 
(list '* v v) )) 

 )))) 
 

�
���� 9.9 ������������-��������) *�*�������
#���
��!!3�4� Scheme 
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'������������
���� 9.9 ������������"�� let ��!���")��� 4

(let ((u (cadr expr)) (v (caddr expr))) 
... 
)

����"�� let ���������"1���������"!� �'�,���'��
������6�����#�
��"1���*+��,�"� ���� ���"��
���&������
� �'�, (cadr expr) '��
������6�)��
���� u �#�� �'�, (caddr expr) �
������6�)��
���� v [���
���5 *+��,�"� 
cadr ��0��
��!!
��&�� *+��,�"� car(cdr …) �#�*+��,�"� caddr ��0��
��!!
��&�� car(cdr(cdr …)) ] 

 �"��
�����������-) *�*�������
#&��*+��,�"� 2·x+1 ��������
!�"! x ��&"1������������-)"���1

d(2·x+1) = d(2·x) + d1
dx  dx dx

= 2·dx + x·dx + 0
dx dx 

 = 2·1 + x·0 + 0
= 2 

 
86��	##"�7,���$)�'�����"!	#���������&��*+��,�"� diff �����)�&"1�������������$)�)"���1

(diff 'x '(+ (* 2 x) 1)) 
 = (list '+ (diff 'x '(* 2 x)) (diff 'x 1)) 
 = (list '+ (list '+ (list '* 2 (diff 'x 'x)) 

 (list '* x (diff 'x 2))) 
 (diff 'x 1)) 
 = (list '+ (list '+ (list '* 2 1)

(list '* x (diff 'x 2))) 
 (diff 'x 1)) 

 = (list '+ (list '+ '(* 2 1) 
 (list '* x (diff 'x 2))) (diff 'x 1)) 

 = (list '+ (list '+ '(* 2 1)(list '* x 0))  
 (diff 'x 1)) 

 = (list '+ (list '+ '(* 2 1) '(* x 0))(diff 'x 1)) 
 = (list '+ (+ '(* 2 1) '(* x 0))(diff 'x 1)) 
 = (list '+ (+ '(* 2 1) '(* x 0)) 0) 

 
	##"�7,�5)���
���# ��,&�� (+ (+ (* 2 1) (* x 0)) 0) 86�������-$)���0���� 2 
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9.11 �	��

��������������� ����������0�� 7���������������������#"����&��*+��,�"�����- �.����,86����0�
����7 !�
����������
����'��&���
#�&��$�
"�	##"�7, � 7������������������������1'���0�� ���'��
C��,)���,&����!!���� �����, �#"����� )���������!!�������'���������� �,�����������
�'��
&���
#�&��$��
�	##"�7,�����"1��)
$����������
�&����"!���� )����
��"!���������3�
������
����'���#����
��#��
������&������
����'�� � 7���������������� ��������'6���������0����7����
������ 7�������
��������� �����"�� 

3�4����� �����,����������������������� ��������3�4�������3�4� LISP �#�����
��������
����"V��3�4�����9 ���#5����1&61�����������3�4� common LISP, Scheme, ML, Miranda, Haskell 

3�4��������������������� ���������"1��#�
 ����1�2����'��3�4��- �.����,����
�����!!��������7 !�

���������&��*+��,�"��"�����3�4�&����#�
#"��#��/)� *+��,�"�����#�
#"��#��/)�'��&�
��

���
#"�4-�&��� �'�,��������!)��
�����������,�#���������), ��#�
#"��#��/)�$��������������"��
�����)��� �����
�� �'�, ���� � �'�,�- �.����, � �'�,����� � �'�,�!!��������$& ���������81����
��#�
#"��#��/)� '����� 7�� 
��*+��,�"����
�!"��� ) ����*+��,�"�������
��"����81�� 

*+��,�"�����#�
#"��#��/)��#���3�4���������������� �������� '")��0�����������������"(
�"�)"!��6�� (first-class value) �����*+��,�"������������0������� �'�, �����0����������� ����, �#����
��0�����������#"! *+��,�"�����������"!*+��,�"�������0������ ����,�#��������������#"!��0�*+��,�"�'�
���
����*+��,�"��"�)"!�
� (higher-order function) ������*+��,�"��"�)"!�
���������������������� ��������
��0�� 7����������������������� �7 3���
���� 
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��34���&���/����� 9
�
����,����/
1. '������-	##"�7,&��� �'�,�#��/)����$���1

(a) ((λx.x * x) 5) 

(b) ((λy.((λx.x + y + z) 3)) 2) 

(c) (λv.(λw.w) ((λx.x)y(λz.z))) 

 
2. ������� �����,��������,&�����������	##"�7,&��� �'�,���$���1

(a) (null? ()) 

(b) (null? '(a b c d e)) 

(c) (car '(a (b c) d e)) 

(d) (der '(a (b c) d e)) 

(e) (cadr '(a (b c) d e)) 

 
3. �����)*+��,�"� Sum ���)"����$���1

(define (sum alist) 

(if (null? alist) 0 

(+ (car alist) (sum (cdr alist))) 
 )) 

������
����*+��,�"� sum )��
� �'�, (sum '(1 2 3 4 5)) �����)�&"1�������������&��*+��,�"�
'�����"��$)�	##"�7,�5)���
 

4. �����)�&"1�������������&��*+��,�"� diff ����������)� �'�,�����0� x + 2x + 1

5. ����&�
�*+��,�"���3�4���������*+��,�"� elements *+��,�"���1�����������"!'��������� ��"1���)��
# ��,����"1���# ��,
��
 ���� ��������
����*+��,�"� 

(elements '(1 (2 (3) 4) 5 6)) 

	##"�7,���$)���� 6 
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�
�����	��/: ����#��������!����
���������5) 

1. ���������&���
#��1�2�� (primitive data structure) &��3�4� Scheme �#� LISP �����$� ?
�. atom �#� list     &. integer �#� object 

 �. function �#� list    �. element �#� atom 

2. &���)�7 !�
�
��!!$�
���-,&��3�4� Scheme �#� LISP $)��
���������5) ?
�. ���� 
��*+��,�"������������"�� lambda   

 &. ��������#�&���
#����
��!!&�� list 

 �. ������&���
#'���������������) type   

 �. ������
����*+��,�"�'���������
��!! recursive 

3. ����"�� (cdr  ‘(A  B  C  D  E) )       '� return ����) ?
�. ‘(A)    &. A

�. (A  B  C  D  E)    �. (B  C  D  E) 

4. &���)���$���1������
������ 
��*+��,�"����$�������� ?
�. Functional ambiguity    &. car function 

 �. Lambda notation    �. Function signature 

5. *+��,�"� (Null?  ‘() )     '� return ����) ?
�. () &. #T 

 �. #F      �. Error 

6. &���)���$���1�#����
����� ?
�. 3�4� Scheme ��0�3�4������!
�-,����3�4� LISP  

 &. 3�4� Scheme ��0�3�4�����"V��&61��)
�������������� �
�#"
��# *��,���

�. 3�4� Scheme ��0�����,�"����6��&��3�4� LISP  

 �. 3�4� Scheme ���
����������6����� Common LISP 

7. �����0�	
������3�4� LISP ?
�. John McCarthy     &. Daniel Russell 

 �. Linda Edwards    �. Maurice Haskell 

8. 3�4� Scheme �������"���)����-���������#������'���#�
����#��� ?
�. IF  THEN     &. cond 

 �. cons    �. cdr 
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� '��-�����"��3�4� Scheme ���$���1 �#����!������&�� 9-15 

 ( (Lambda  (L)  (car  (cdr  L) ) )   ‘(A  B  C  D) ) 

9. ������"��&�����������)��0�*+��,�"� ?
�. ( (Lambda  (L)  (car  (cdr  L) ) )   ‘(A  B  C  D) )  

 &. (Lambda  (L)  (car  (cdr  L) ) )    

 �. (car  (cdr  L) )    

 �. (Lambda  (L)  )  

10. ������"��&�����������)��0�������
����*+��,�"� ?
�. ( (Lambda  (L)  (car  (cdr  L) ) )   ‘(A  B  C  D) )  

 &. (Lambda  (L)  (car  (cdr  L) ) )    

 �. (car  (cdr  L) )    

 �. (Lambda  (L)  )  

 11. ������"��&�����������)��0� body &��*+��,�"� ?
�. ( (Lambda  (L)  (car  (cdr  L) ) )   ‘(A  B  C  D) )  

 &. (Lambda  (L)  (car  (cdr  L) ) )    

 �. (car  (cdr  L) )    

 �. (Lambda  (L)  )  

12. ������"��&�����������)��0������"� (header) &��*+��,�"� ?
�. ( (Lambda  (L)  (car  (cdr  L) ) )   ‘(A  B  C  D) )  

 &. (Lambda  (L)  (car  (cdr  L) ) )    

 �. (car  (cdr  L) )    

 �. (Lambda  (L)  )  

13. ��������#	#����"��&������'����	##"�7,�) ?
�. A &. B

�. (B  C  D)    �. (C  D) 

14. *+��,�"���1������$� ?
�. Lambda     &. Lambda (L) 

 �. car    �. $�������� 
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15. *+��,�"���1�"! input parameter '����������) ?
�. 1 parameter     &. 2 parameters 

 �. 3 parameters     �. $���"!����� ����, 

16. &���)$����� Functional language ?
�. Simula     &. Scheme 

 �. Haskell     �. ML 

17. &���)��0�����#������	 )����
��"! Fnctional language ?
�. �����"!��5����� '"
)����+((����) 42, 
&. �
�����!!��������#	#�"!�"��#&$)���<� 

�. ��"!��5�����&�
�*+��,�"��!! recursive   

 �. �������������������� garbage collection 

18. &���)�#���$)��
���������
��"! pure functional language ?
�. ������
������������������� function �#� procedure  

 &. ��������� recursion �#� iteration ��#"�4-� loop 

 �. ��������� assignment statement �������#��
�����"���� 

�. ������������#�
��!'���� recursive function 

19. #"�4-��)����"�'�$���!�� pure functional language ?
�. ����������"�� recursion    &. ���'")�������
����'���"����"�  
�. ����������"�� assignment   �. ������*+��,�"���0������ ����, 

20. 3�4� Scheme �#� LISP �����)#��)"!��������"((precedence) &������������
 +, -, *, /  

 $���
���$� ?
�. �����)��� * �#� / ����"(���� +, -   
&. +, -, *, /  ����������"(�����"�
�. $������������) ������#��)"!���������'��8��
$�&�� 
�. $������������) ���������#<! ( ) ��!5#��)"!����-�#"�


