
����� 3  
=================================== 

��	
�
	�
���	�	�	���	������
 
(Semantics of programming languages) 

 

������������ 
1)  �����	
��
����������	��������������������� !"������
������#�$����%��&'�(���)����! ������*��

�'+�%����� 

2)  �����	
��
����������	����� !"������
������#�$�)���-�����./�0!�1��$.2'�2���
3)  �����	
��
����������	����� !"������
����0!�)����!����(12��������������� !"������
������

���������*���*��-)� 
4)  �����	
��
����������	����� !"������
����0!�(%�����(12��������������� !"������
������

���������*���*��-)� 
5)  �����	
��
����������	����� !"������
����0!��!�
��/(12��������������� !"������
�������������

��*���*��-)� 
6)  �����	
��
�������
�����! �����!�
��/�����
�7������&'�(���	��0!��.!78��7�/(12�������!�
��/����

�
�7������09)�������-)� 
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���� !"������
�����������������7*��: 	�#�$�����!��7��/ �'+��������������&'�(�������/
%���'+��
�	0�#�$��
1*���;�	�<��2����������	����%��&'�(��� ��������;����'+���������������
������
���-��1��/(12�
�������2"")����!���� 	
�������������2""'�2��1�1#�$�%���
�7���7��%���
����(""
#�$����
�)-�� ���� !"������
������#�$��!��	0��! ����%���.!78��7�/����2�'+��
'(""��*���'+�
%����� �������!�
��/�����
�7���-)�(120*��	
����������2""��7&���7!��������('1#�$�(12���
'�2��1�1������%��-)� 

3.1  !��	��"�#$%�&���"����'�	 
(Attribute grammar) 

 
����������	����� !"������
������#�$����%��&'�(��� 	��9�(����!)��;����(���!)��� 

Knuth 	�0*��%8���$%�� 1960 &)������!������ !"��	�1��$.2?@��/0�����%���������-'	�-�����./"���A�
��? (12��������� !"����;�*� ������������ 
��� �
��������� (attribute) )��7����*��-�����./�!����!���/
�.!78��7�/7*�-'��;

�(�)��$�* �����%�%��� 
E → E + T value (E1) = value (E2) + value (T) 
E → T value (E) = value (T) 
T → T * P value (T1) = value (T2) * value (P) 
T → P value (T) = value (P) 
P → I value (P) = value of identifier I 
P → (E) value (P) = value (E) 

�*��(�%%�!"!�7/%����!����;��20*��� !"������
���	
���"(7*12&��)��0�� �
'%�� 3.1 (�)�
����
���������'�2��1�1�!���/ 2 + 4 * ( 1 + 2 ) 
 

�
'%�� 3.1 ���%��%��7�����"-�����./����!���/(12(�)���������.�*�����!���/ 
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premise 
conclusion�!��%����!)��;��*��

"%��9'%��7���� 
σ (e1) => v1 σ (e2) => v2

σ (e1+e2) => v1 + v2

����9)��!��7����������������!��(�%%�!"!�7/����-'	�-�����./���#�$� ������ !"��
���%�����
%������*�(7*12��������������#�$���;�: �2����;�7�����'�2��1�1���������*��-�"��� 	��2�2
1��-)����
�
������'��"'�9�(12��F���
'(""���� !"������
���	
��'+��
'(""��*���'+�%����������;� 	�
'@��9"�����! ����� !"������
�����������������7*��: 	�#�$�����!��7��/%���!��	0������
* 3 �! ���� 
�! ����� !"������
����0!�)����!����, �! ����� !"������
����0!�(%����� (12�! ����� !"��
����
����0!��!�
��/ 

3.2  �	��,%�	���	
�
	�#$%�)�	#*%*�	� 
(Operational semantics) 

 
���� !"������
����0!�)����!������������������7*��:	�&'�(��� �'+����� !"���H7!���� 


������)����!�������������������-)���"���������;�: �����(7*�������%��	0�-�*	0*�����������!��7��/��!� �'+�
����������1��
�������������������� �! ����(""��;�
����-'	0�	����� !"������
�������������7*��: 	�
#�$� LISP (12����������1��%��	0�������*� SECD machine  

 ���� !"������
����0!�)����!���� �2�'+����"������H7!�������%���������������)������
�2"9����2�*������%��(7*12�����������(1������2�����������'1����-'��*��-� ����!���.�����2���
��������2�'+����)
�!��%����A"��
*	�
�*��������� ���� !"������'1��������2�2	0��
'("" 

σ(e) => v

����� σ ��� ����2
����!��%����A"��
*	�
�*��������� �0*� σ = {<x,5>, <y,1>, <z,0>} 

�'+����� !"���*� ����2'@��9"�����
�*���������7��(
�*� x ��A"�*� 5 7��(
�*� y ��A"�*� 
1 (127��(
�*� z ��A"�*� 0 

e ��� �!���/ 
v ��� �*�%��-)�������'�2��1�1�!���/ e �0*� 

σ (x) => 5 
 σ (1) => 1 
 
���	
	���
��� ���

���� !"������
���������� !"������'1��������2)����
'("" σ (e) => v (1�� ���7���
	0����� !"��%��I�"I�����;�������*� �J��2%����� (execution rule) %��	0��
'("" 
��� 

�0*� �J��2%�����%����������"���"�� 
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σ (source) => v 
 

σ (target = source;) => σ Ū {< target, v> }  

�'+����� !"���*� ��.��!���/�*������!���/ (e1 (12 e2 ) "����� ���%����������������2�'+����
��*���� 
e1 (-)��'+��*� v1) (12
��*���� e2 (-)� v2) �����;�����*� v1 + v2 �A�2-)��'+��*�����!���/ e1+ e2

���	
	���
��!
���	"������
�#�$�
���� !"������
��������������������
�)�*� (assignment statement) %���������
*	��
'("" 

target = source; �2� !"��)����J��2%����� 7*�-'��;

I���������
����*� �!��%��7�����!)��;��*�� ��� ���
��*� v ����!���/
���������� source (1���!��%���2�'+�
"%��9'7������� �*����7��('� (target) �2�
��'1�����*��'+� v 	��.2%���*�	�7��(
�*�����: ���

�*���������������'+��0*��)!� 

���1��$./ Ū 	0�(%�����
��� overriding union 
�������
�����%�������������*�%�"
7����*���0*� ��� σ1 �������2)�;��)!� (12 σ2�������2�*��%���'1����('1�-' 

σ1 = {<x,1>, <y,2>, <z,3>} 
 σ2 = {<y,9>, <w,4>} 
 
���������*��%���'1����('1�������"����2)�;��)!� �2-)�����2	
�*��� 

σ1Ū σ2= {<x,1>, <y,9>, <z,3>, <w,4>} 

)����;�������������������� x = 5; x = x+1; ���� !"������
����0!�)����!����-)�)����; (����2��!��7��
{<x,undef>} 
������7��('� x ���-�*-)��
����
�)�*� ) 

��	*� ��	
�
	�#$%�)�	#*%*�	�
��
-���	
����
σ = {<x, undef>}  

σ (5) => 5 
σ (x = 5;) => {<x,undef>} Ū {< x,5>} 

σ = {< x, 5>}  
σ (5) => 5     σ (1) => 1

σ (x + 1) => 6 

σ (x = x+1;) => {<x,5>} Ū {< x,6>} 
σ = {< x, 6>}  
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σ (S1;) => σ1 σ1 (S2;) => σ2 σ2 (S;) => σ3

σ (S1; S2; S3;) => σ3

σ (test) => true σ (thenStatement) => σ1

σ (if (test) thenStatement else  elseStatement;) => σ1

σ (test) => false σ (elseStatement) => σ1

σ (if (test) thenStatement else  elseStatement;) => σ1

σ (x<0) => false    σ (x=x+1;) =>{<x,7>} 
 

σ (if (x<0) x = x-1;  else x = x+1; ) => {<x,7>}  

�������������������
�)�*�)����!����7!)7*����
1����������0*� S1; S2; S3; ������� !"��
����
���	������)������-)�)����
'("" 

)����;������������ x = 5; x = x+1; ���� !"������
���)�����;�7��%����;�1�-)�)����;

���	
	���
��!
���	"������	�%�&�
�'�
	���.���������������(""��������-� 

if  (test)  thenStatement else elseStatement; 
 

���� !"������
���)����J��2%����� �2(���'+������.� ��� ��.� test 	
��11�� /�'+���!�(1����2%��
�������	��*�� thenStatement (12��.� test 	
��11�� /�'+��%A�(1����2%���������	��*�� elseStatement  
 

��.� test �'+���!�:

��.� test �'+��%A�:

7����*���0*� ����������� 
if  (x < 0) x = x-1; else   x = x+1; 

 

� !"������
����0!�)����!����-)�)����;

��	*� ��	
�
	�#$%�)�	#*%*�	�
��
-���	
����
σ = {<x, undef>}  σ (x = 5;) =>  σ1 {<x, 5>}     σ1 (x = x+1;) => σ2 {<x, 6>} 

σ (x = 5; x = x+1;) =>  σ2 {<x, 6>} 
σ = {< x, 6>}  

��	*� ��	
�
	�#$%�)�	#*%*�	� 
σ = {<x, 6>}  

σ = {< x, 7>}  
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σ (test) => false 

σ (while (test) body; ) => σ

σ (test) => true σ (body;) => σ1 σ1 (while (test) body;) => σ2

σ (while (test) body; ) => σ2

σ (x<50) => true  σ (x=2*x;) =>σ1= {<x,14>} σ1 (while (x<50) x=2*x;)=> σ2

σ (while (x<50) x=2*x;) => σ2

���	
	���
��!
���	"������
�
	���.�������������������" 
��� 1
' (loop) 

 
while (test)  body; 

 
���� !"������
����2(���'+������.��0*��)�����"������� if ��� ��.�%�� test 	
��11�� /�'+���!� (1�������
��2%���������	��*�� body (12��.� test 	
��11�� / �'+��%A� (1��-�*�������2%���������	)	�1
'

��.� test �'+���!�:

��.� test �'+��%A�:

7����*�����������������" 
while (x<50) 

 x = 2*x; 
 
������� !"������
����0!�)����!����-)�)����;

��	*� ��	
�
	�#$%�)�	#*%*�	� 
σ = {<x,7>}  

σ = {< x,14>}  
σ (x<50) => true  σ (x=2*x;) =>σ1= {<x,28>} σ1 (while (x<50) x=2*x;)=> σ2

σ (while (x<50) x=2*x; ) => σ2

σ = {< x,28>}  
σ (x<50) => true  σ (x=2*x;) =>σ1= {<x,56>} σ1 (while (x<50) x=2*x;)=> σ2

σ (while (x<50) x=2*x; ) => σ2

σ = {< x,56>}  
σ (x<50) => false

σ (while (x<50) x=2*x; ) => σ
σ = {< x,56>}  
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3.3  �	��,%�	���	
�
	�#$%���*��	
 
(Denotational semantics) 

 
���� !"������
�����������������7*��: 	�&'�(���)����! ����� !"���0!�(%����� �'+����

	0�?@��/0��� !"����������*����1	
�����2�'1����-'�'+�����2	) ���� !"��	��
'(""��;������1�����"	�
(""���� !"���0!�)����!���� %��	0�����2�'+��!��"������
������������������(7*�
'(""���� !"��
�'1����������	0� premise/conclusion �'+����� !"��	�1��$.2?@��/0��%���0����&���*����	��I7���
&)���-'�
*�*�	��I7�������/ )����
'("")����;

M: Statement  x ∑ → ∑

&)�%�� M 
������ meaning function 
���?@��/0������
��� %��
���%���0����&���������2
����-'�
*���
����2
���� 7������
������ Statement 

 ∑ 
������ �IA7�������2%�;�
�) &)�%������2�2�������
*	��
'����
*1��)�"���7��('�(12�*�
 '@��9"�����7��('���;�

���-�����./���#�$��2"9�
'(""��������&'�(���(12�
'(""�������������������7*��: )���
�
'(""-�����./ EBNF 7*�-'��;

Program → void main ( ) ‘{‘ Declarations Statements ‘}‘
Declarations → {Declaration}* 
Declaration → Type Identifiers; 
Type → int | boolean 
Identifiers → Identifier {, Identifier}* 
Statements → {Statement}* 
Statement → ; | Block | Assignment | IfStatement | WhileStatement 
Block → ‘{‘ Statements ‘}‘
Assignment → Identifier = Expression; 
IfStatement → if  (Expression) Statement [ else Statement ] 
WhileStatement → while (Expression) Statement 
Expression → Conjunction { || Conjunction }* 
Conjunction → Relation { && Relation }* 
Relation → Addition { [< | <= | > | >= | = = | != | ] Addition}* 
Addition → Term { [ + | - ] Term}* 
Term → Negation { [ ‘*’ | / ] Negation}* 
Negation → [ ! ] Factor 
Factor → Identifier | Literal | (Expression) 
Identifier → Letter { [Letter | Digit]}* 
Literal → true | false | Digit {Digit}* 
Letter → a | b | … | z | A | B | … | Z
Digit → 0 | 1 | … | 9
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����
������%�;�&'�(���(12����
�����������������'�2�#%7*��: ������� !"��	��0!�
(%�����)���?@��/0������
��� (M) )��7*�-'��;

���	
	���
�������	

M: Program → ∑
M(Program p) = M(p.body, {<v1,undef>, <v2,undef>,..., <vn,undef>}) 

 

�������"��%�)(���'+����'�2��8&��&%-%�/ (prototype) 
���&�����������?@��/0��I���
	�%���.!78��7�/�2������*��'+�������
�)1���IA� (signature) ���?@��/0�� "��%�)%������'+����� !"��
����
������&'�(��� I����2"9�*�����
������&'�(����A��� ����
�������*�� body (7��
-�����./����7��&'�(����2��!��7��)����*��'�2��87��('� (1�����7��)����*��09)�������%��������*� body 

���&'�(���) %��������2��!��7���'+� {<v1,undef>, <v2,undef>,..., <vn,undef>} &)� v1, v2,,..., vn.�'+�
7��('�%��-)�'�2��8-��	��*��'�2��87��('� ������*�� body �
���������-'7��1��)�"�*�'�2��")���
�������	)"��� 	�%���9)����2%��"����2�9)%���I����2%��	
����7�����-)��*�&'�(�����;%��������"(1��-)�
�*�7��('�7*��: �'+��*�	)"��� (12�����2�'+����"������
������&'�(��� 

���	
	���
��!
���	"������
�#�$�

M: Assignment x ∑→ ∑
M: (Assignment a, State σ) = σ Ū{<a.target>, M(a.source, σ)>} 
 

��������������
�)�*� 
��� Assignment(a) ����������%���������
*	��
'("" 
a.target = a.source; 

�0*� p = 1; 
 q = p * 2; 
 

)����;�����!���.�����
��������������*� �����%��������A��!;�(1���2-)��11�� /�'+���*��-����7���

��*�����*�� a.source (��������!���/ p*2) 	
�-)��*�� �����%��"�*�(1������2�
��*���;�7��7*�-'�A��� ���
�'1�����*� a.target (�������7��('� q ) 	
����*�7���*���� a.source (����*� 2)  

7����*���0*� �������2��!��7�� σ = {<x,2>, <y,-3>, <z,75>} ����
�������������� 
z = x+2*y; � !"��-)�)����;
��;�7��(��
��*���� a.source 

M(a.source, σ) = M( x+2*y, {<x,2>, <y,-3>, <z,75>}) 
 = -4 
��;�7��7*�-'���
�)�*�	
� a.target 

M( z = x+2*y, {<x,2>, <y,-3>, <z,75>}) = {<x,2>, <y,-3>, <z,75>} Ū {<z,- 4>} 
 = {<x,2>, <y,-3>, <z,- 4>} 
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���	
	���
��� ���
���7����*���*��
�����;����������.�*�����!���/ x+2*y ������2
�����
������������� 

z = x+2*y; 7��-�����./	�#�$�7����*���������!���/�.!78��7�/%������������. +,-,*,/ (1�������
�!���/�'���"�%��"(12�!���/7���2 I���� !"�����
��*�����!���/-)�)���?@��/0�� ApplyBinary (12
?@��/0�� ApplyUnary  
 

ApplyBinary: Operator x Value x Value → Value 
 ApplyBinary (Operator op, Value v1, Value v2) 
 = v1+v2   ��� op ����������
��� + 

= v1-v2  ��� op ����������
��� –
= v1*v2 ��� op ����������
��� *
= floor(|v1/v2|)*sign(v1*v2) ��� op ����������
��� /
= v1 < v2   ��� op ����������
��� <
= v1 ≤ v2  ��� op ����������
��� ≤
= v1 = v2  ��� op ����������
��� = =

= v1 ≠ v2  ��� op ����������
��� ! =

= v1 ≥ v2   ��� op ����������
��� >= 

 = v1 > v2  ��� op ����������
��� >
= v1 ∧ v2  ��� op ����������
��� && 

 = v1 v v2   ��� op ����������
��� || 
 

ApplyUnary : Operator x Value → Value 
 ApplyUnary (Operator op, Value v) = ¬v ��� op ����������
��� !

?@��/0�� ApplyBinary (12 ApplyUnary �2�
������	0�����������.
��*�����!���/ 	���.�%��
�!���/-�*	0*�*���%��
���-�*	0*7��('��)���� (7*�'+��!���/%��'�2��"��;�����!���/�*��: ����2%�����)���7��
��2%�����%���.!78��7�/ (�0*� +, -) 
���7����2%�����%������'���"�%��" (�0*� <, > ) 
���%��7���2
(�0*� &&, ||)

?@��/0��%��	0�� !"������
�������!���/ (�)�-)�)����;

M: Expression x ∑→ Value 
 M (Expression e, State σ)

= e ��� e �'+��*���%��
= σ(e)  ��� e �'+�7��('� 
= ApplyBinary (e.op, M(e.term1, σ), M(e.term2, σ)) 

 ��� e �'+��!���/%����7���
�)����!�����
* 
= ApplyUnary (e.op, M(e.term, σ)

��� e �'+��!���/%����7���
�)����!�����)���� 
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���7����*������������� z = x+2*y; %��������2��!��7���'+� σ = {<x,2>, <y,−3>, <z,75>} 
������� !"����;�7����������.�!���/ x+2*y &)�12����)-)�)����;

M( x+2*y, {<x,2>, <y,−3>, <z,75>}) = ApplyBinary( +, A, B ) 
 

&)�%�� A = M( x, {<x,2>, <y,−3>, <z,75>}) = 2 

 (12 B = M( 2*y, {<x,2>, <y,−3>, <z,75>}) 
 = ApplyBinary( *, C, D ) 
 &)�%�� C = M( 2, {<x,2>, <y,−3>, <z,75>}) = 2 

 (12 D = M( y, {<x,2>, <y,−3>, <z,75>}) = −3
= −6

= −4

���	
	���
��!
���	"���
�����������7��-�����./���#�$�7����*��'�2��")��� 

Statement → ; | Block | Assignment | IfStatement | WhileStatement 
 
������������������'�2��")��� 5 '�2�#% 

(1) �����������%��-�*7����������2%��	) ������*��'+�������� skip 

 (2) �����������%���'+��19*�
��� "1A�� ���09)�������%���������
*#��	����1A"'L��� {...} 

 (3) ��������������
�)�*� 
(4) �����������(""��������-� 

(5) ���������������" 

����
�����������������'�2�#%7*��: � !"��-)�)����;

M:Statement x ∑→∑ 
M(Statement s, State σ) = M((Skip)s, σ) ��� s ���������� skip 
��� ;

= M ((Assignment) s, σ) ��� s �������������
�)�*� 
= M ((Conditional) s, σ) ��� s ����������(""��������-� 

= M ((Loop) s, σ) ��� s ����������(""����" 

= M ((Block) s, σ) ��� s �����������'+��19*�

M(Skip s, State σ) = σ

M (Assignment a, State σ) = σ Ū {<a. target, M(a.source, σ)>} 
 
M (Conditional c, State σ) = M(c.thenbranch, σ) ��� M(c.test, σ) �'+���!� 

= M(c.elsebranch, σ) ��� M(c.test, σ) �'+��%A� 
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M(Loop l, State σ) = M (l, M(l.body, σ))   ��� M(l.test, σ) �'+���!� 
= σ ��� M(l.test, σ) �'+��%A�

M(Block b, State σ) = σ ��� b �'+�"1A���*�� 
= M((Block) b2…n, M((Statement) b1,σ))  ��� b=b1b2…bn

3.4  �	��,%�	���	
�
	�#$%�(%�/'*�
(Axiomatic semantics) 

 
���� !"������
������&'�(���(12�����������7*��: 	�&'�(���)����! �����0!��!�
��/�2	0�

�! ����	
��
79�1��������"��2"�����%���������������(12&'�(��� ����������������%��	0�'�2��"���	
�
�
79�1��� �!
���	�&���� (assertion) 

 ������������� �'+��������%��	0�"���H7!�������'�2��1�1����������	�1��$.2��������0!�
'�2��8 (declarative statement) &)�-�*7����2"9����2&)�12����) �*��*����7��('�7*��: ���*��2-�"��� 
7����*���0*� 09)��������������7*�-'��;�'+���������.
��*�%�������*��2
�*��7���1���������� 

int Max (int a, int b)  { 
 int m ; 
 if (a>=b) 
 m=a ; 
 else 
 m=b ; 
 return m ; 
 }

�������������%��	0�� !"������
������09)���������;��� 

{m = max (a,b) } 
 
������� �����?@��/0�� Max() ����7��%��������A� �11�� /������%����� (
��� �H7!�������&'�(���) ��� 
�*����7��('� m �27����'+��*�����������'���"�%��"�*����7��('� a (12 b

���� !"������
���	��0!�����!�
��/����������(12���%�;�&'�(��� �2	0���������������#��

����H7!�����*��
������%��������� (12	0���������������H7!����
1�����%���������(1�� �������������
�*��
����2������*� %�&�
�'��$
� (precondition) �������������#��
1����������2������*� %�&�
�'�
��� 
(postcondition) 7����*��?@��/0�� Max() ����7�������������� !"������
���-)�)���������-��*��(12
������-�
1�� )����;
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{ true } 
 int Max ( int a, int b) { 
 int m ; 
 if (a >= b) m=a ; 
 else m=b ; 
 return m ; 
 }

{ m = max(a,b)} 
 

������-��*��%���'+�������� { true } 
������ -�*��������
�)������-�	)�'+��!�8$�*��
������
%��������?@��/0�� Max() 

 ���� !"������
�������������)�������2"9������-��*��(12������-�
1��%��������� �!���������
*	�
�
'("" 

{P} S {Q} 

����� P ��� ������-��*�� Q ���������-�
1�� (12 S ���������� 
��� Statement ���� !"������
������(7*
12�������)���&������������*����; ������*� Hoare triple I����'+����7�;�7��0������ C.A.R. Hoare %���'+��
�
����(���!)	
�	0�������������������� !"������
������&'�(��� ��������)����
'("" {P} S {Q}��
����
����*� �.2��!��7��%��������-� P �'+���!� ���'�2��1�1������� S ���A��2���1	
�������-� Q �'+���!� 
(7*%�;���;�����(���*�������� S �27���%�����(""���9)�!;��9) 

�������%���������
*	��
'("" {P} S {Q} �2������*� �
*�%+��	 (axiom) 
�������������%���'+�
��!� 7����*���0*� 

{x = 0} x = x+1; {x > 0} 

�'+�(�A��I���%���2"9�*� “. ����2��!��7��%��7��('� x ���*��'+�8
��/ �����%��������� x = x+1; (1���2���1	
�
����2�'1����-'�
*�#��%�� x ���*������*� 8
��/” )����;�(�A��I�����;�'+������������
������������� x =

x+1; �*��'+��������%����!���*�	
���"7��('� x
	���.�%�����������������!����;� �0*� x = x+1; y = x; ���������	0�(�A��I����)!��'+���;�<�� 

� !"������
������������� y = x; -)�)����;
{x = 0} x = x+1; {x > 0} 

 {x > 0} y = x; {y > 0} 

�2�����7-)��*�������-�
1������������ x = x+1; �2%��
���%���'+�������-��*��	
���"������� y = x; I����'+�
�������1��)�"��)�� 

���	
��
79�1��������"�H7!�������%���������������
����%�����17*�������-'�
*�����������: %����
*	�
1��)�"��)�� ����'+�7�����8���J���� !"��%��������*� �,��� �"-��� (proof rules) I���(�)����12����)-)�
)����;
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true 
 

{Q[s.target\s.source]} S {Q} 

P ⊃ P� (P�} S {Q�} Q�⊃ Q

{P}S{ Q} 

{P} S1{R}   {R} S2 {Q} 
 

{P} S1S2 {Q} 

{┐ s.test ^ P} s.elsepart {Q} 
 

{P}S{Q} 

{ s.test ^ P} s.body {P} 
 

{P}S{ ┐s.test ^ P} 

premise 
conclusion

$*%)��	���� �/������	���� (s) �0�	�(%�/'*� 

Assignment 
s.target = s.source;  

Sequence (Block) S1S2 ;

Conditional 

if (s.test) s.thenpart; 
 else s.elsepart; 

{s.test ∧P} s.thenpart {Q} 
 

Loop 
while (s.test) s.body  

Rule of consequence 

 

�J����!�
��/�'+��J%���������
*	��
'("" ������
����*� ����*�� premise �'+�
��!� �*�� conclusion �2�'+���!�)��� ���1��$./ Q[a\b] %��	0�	��J����!�
��/������� Assignment ������

������ �#�� 
��� ����2%���'+��1������(%��*� a 1�	� b 7����*���0*� ��� Q ��� { x=1 ∧ y = 4} ���
����� Q[1\x] �2
������ { 1=1∧ y=4} �*�����1��$./ P ⊃ P� (12 Q�⊃ Q 	� Rule of consequence 


���������1��$./ implication (=>) 
������1��$./ ���…(1�� 	�%��7���8��7�/ 7����*���0*� 
(x > 0) ⊃ (x+1 > 0)  

������
����*� ��� x ���*������*�8
��/(1�� �����!���*� x ��;�
�����*��A�����%��	
� x ���*������*�8
��/ 

���	
��
79�1��������"�H7!�������%���������������(12�H7!�������%�;�&'�(��� ������
������	0�� !"������
�������������(12����
������&'�(���(1�� ���	0�'�2&�0�/��*�����������
	����)���
������� 	0��!�
��/�����
�7������&'�(��� 
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3.5 �	����'�����	
�/��-��
��������
 
(Program verification) 

 
	������F��&'�(�������!��7��/ ��.M/%��������%���9)	�����!���.��9.#�����&'�(������ 

�����
�7������&'�(��� (program correctness) &'�(���%���
�7��� ��� &'�(���%��%�����-)�7��7��
������
�)(12%�����-)��
�7�����"%9�����
1����%���'+�-'-)� I���	�%��'J!"�7!�����F��I�?7/(��/����2	0�
�! �����9*�%)��"��"����
1����������
���� (12�����&'�(���%�����-)�&)�-�*��'@�
���"����
1%)��"
�
���F���A�2�*���"&'�(���	
���"1
����
����
�	0� 

Dijkstra -)�	
������
A�-�������'L �.8 1972 ��������"�! �%)��"�����
�7������&'�(���(""��;
�*��'+�����!�
��/�������
*�������!)�1�)-�*	0*�'+�����!�
��/�*�&'�(���-�*������!)�1�)(only prove the 

presence of bugs, never their absence) ����2����!�
��/&'�(����*�'��8�������!)�1�)�27���
%)��"��"%9�����
1����%���'+�-'-)� Dijkstra -)���7����*���*�(��(7*&'�(�����*���*��%���'+���������.��"
7���1���������� (1��	
��11�� /������'+��������1� ���7���1���;������) 32 "!7 7���1����������%��
�������'+�����
1�����2�������������� 264 ������('�2��. 1020 ������) (12��������������!��7��/%��	0�
	����%)��"������%)��"����
1����-)�
��������1���������7*��!��%� ���%)��"��"����
1����%�;�
�)%��
�'+�-'-)��2	0���1���� 105 'L )����;�����!�
��/�����
�7������&'�(���)������%)1��'�2��1�1��!�
��"%9�09)����
1���� (input) ����'+�������%���'+�-'-�*-)�	�%��'J!"�7!����2����������
1����%���'+�-'-)������
��!�-' 

���%)��"�����
�7������&'�(��� %��-)���"��������"���&)�%���-'	��19*��������!��7��/ 
��� ���%)��"�����
�7���	��0!�����!�
��/%���.!78��7�/ )������	
��
79�1%���������!�
��/-)��*�(7*12
�����������	�&'�(���%�����-)�7��7����7�9'�2���/��"%9�����
1���� (12���	
��
79�1�0*�%���*���;�2	0*
(�A��I���'�2��"��"�J����!�
��/������!�
��/�����1�"7�;�(7*������-�
1�����&'�(��� ������;�-'%�12
�����������2%������7��&'�(���������������*� �������
17�;�7��%���'+�������-��*�����%��&'�(���������*��
��2"�����%��������&'�(����2-)��11�� /�9)%���%��7��7��������
�) (
��� specification) ���
&'�(��� 

����!�
��/�����
�7������&'�(���)������	0�(�A��I�����; �'+�����!�
��/�����
�7��������
"���*�� (partial correctness) -�*	0*�'+�����!�
��/�����
�7�����*����"
�./ (complete correctness) 

���������	�����!�
��/�2�1���	0������"���*����7��('� %���2���1	
�&'�(���%�����-)��"��*����"
�./ 
%�;���;����������*����7��('�"���*�%��-�*�
��1���	0���;� ����*��1	
�&'�(���%�������*��-�*�
��" 
����'+�
�*�%����!���"��7%��&'�(����2������%�����-)�7��'�7! (�0*� ���
��*�(?�7�����1��� 536) 

�! �����!�
��/�����
�7������&'�(���&)����	0�(�A��I��� �2�'+�����!���.����������-�
1��
�*����"���%������������������� ����������������-��*�� �0*� ����������������(12������-�
1��	
�)��7*�-'��;

x = y + 1; 
 {x > 0} 
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I���������
����*� ��������
�)�*� y + 1 	
���"7��('� x (1�� �*����7��('� x �2���*������*�8
��/ )����;�
������-��*�� 
����#��2�*��
���%���2%������������� �A��� �*����7��('� y �27���-�*�'+��*�7!)1" I���
�'+�-'-)�
1���#��2 �0*� y=0, y=1, y=2, y=3, .. ������ y ≥ 0 �#��2%������2�1���	0��'+�������-��*��
�2�'+��#��2%������������) 
������������2������%���9) ������*� %�&�
�'��$
����
$
����".# (weakest 

precondition) �������������-� y ≥ 0 ����2���������2������%���9) (12���������-��*��%��('1� (derive) 

��;�����������������(12������-�
1������2-)��
'("" Hoare triple %���'+�(�A��I���)����;

{ y ≥ 0 }
x = y + 1; 

 { x > 0} 
 

(�A��I�����;� !"���*� ���������
1���� y �'+�7���1�%�����*������*�
����%*���"8
��/ ����������� 
x = y + 1; �2%��	
�-)��11�� /�'+�����
17���1�%�����*������*�8
��/ ��������;������-��*��%��-)��2%��
���%��
�'+�������-�
1��	
���"������������*��
��� -'7��1��)�"����2%���-)�������-��*��%���'+�������-���!��7�����
&'�(��� I������7����"������
�) (specification) ���&'�(��� (�)��*�&'�(���%�����-)��
�7��� ���
�!�
��/�����
�7���(""��;����'+�����!�
��/����
1������11�� / (output) �����1�"-'
�����
1���� (input) 


�������2��!��7�� 7����*������!�
��/�����
�7������&'�(���(�)�-)�)��7*�-'��;

��� �"-������	/-��!
��
�������	 Max

{true} 
 int Max ( int a, int b ) { 
 int m ; 
 if ( a >= b) 
 m = a ;

else 
 m = b ;

return m ; 
 }

{ m=max(a,b)} 
 

����!�
��/�����
�7������&'�(�����;�'+�����!�
��/�*�&'�(����*��1�"�*� m %���'+��*�%�������*�
�2
�*���
*7���1��������7A� a, b 	): I�������;�7������!�
��/�������;�7���)��� ����!�
��/�����
�7������
������� 

if (a >= b)  m = a ;  else  m = b ; 
 
������� return m; (12������� int m; �'+���������*��*��1�"(12�������'�2��87��('� I����2-�*���1�'1����('1�
�H7!�������%��������&'�(��� (����2���&'�(���-�*������'1����('1�)
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true 
 

{Q[s.target\s.source]} S {Q} 

P ⊃ P� (P�} S {Q�} Q�⊃ Q

{P} S { Q} 

(a ≥ b) ⊃ (a = max(a,b)) {(a ≥ b) ∧ (a = max(a,b))} m=a; {m=max(a,b)}      

{a ≥ b} m = a; {m=max(a,b)} 

{s.test ∧ P} s.thenpart {Q}          {┐s.test ∧ P}s.elsepart {Q} 
 

{P} S {Q} 

����J����!�
��/�������(""��������-� 

�2�
A��*��*�� premise ����J����!�
��/ �2(���'+������.���� ��.�%��������-����������� if �'+���!� 
(s.test = true) �2%��%�� s.thenpart (12��.�%��������-��'+��%A� {┐s.test } �2%��%�� s.elsepart ����!�
��/)���
(�A��I������7���(���!���.��'+������.� 

��"���� 1: ��.�%��������-����������� if �'+���!� ������� (a >= b) �'+���!� 

{P} 
 m=a; 
 {Q} = {m=max(a,b)} 
 
����J����!�
��/�������������
�)�*� (s.target = s.source) 
 

0*��	
����
�������-��*��%���*��%���9) (weakest precondition) 
��� {P} -)�)����;

{P} = {Q[s.target\s.source]} 
= {Q[m\a]} 

 = {a=max(a,b)} 
 
��������-'(%�	� premise �*�� s.thenpart ����J����!�
��/(""��������-� �2-)�(�A��I���)����;

{s.test ∧ P} s.thenpart {Q}
= {a ≥ b ∧ a = max(a,b)} m = a; {m=max(a,b)} 

(12��� rule of consequence %���2"9�*�

(12���������!�%��������� {a ≥ b ∧ a = max(a,b)} �������
�7����� (imply) -)���� {a ≥ b} %��	
�
��������������(�A��I��������������*�� s.thenpart -)�	
�*)����;
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(a < b) ⊃ (b = max(a,b)) {a < b ∧ b = max(a,b)} m=b; {m=max(a,b)}      

{a < b} m=b; {m=max(a,b)} 

{s.test ∧ P} s.body {P} 
 

{P} S { ┐s.test ∧ P }

��"���� 2: ��.�������-����������� if �'+��%A� ������� a < b

{P} = {Q[m\b]} = {b=max(a,b)} 
 m = b;

{Q} = {m=max(a,b)} 
 
��������������(�A��I��������������*�� s.elsepart -)�)����;

�������!�
��/ premise %�;��*�� s.thenpart (12�*�� s.elsepart -)������9')����;
{a ≥ b} m = a; {m = max(a,b)} 
{a < b} m = b; {m = max(a,b)} 

���%�;������.�-)�������-�
1�����%���������%��7����� ��� {m = max(a,b)} %��	
������������9'-)��*�
������� if %�����(1��-)��*�%���'+��*� maximum �������'���"�%��"�*��2
�*�� a (12 b  
 

{true} 
if (a >= b) m = a;

else m = b;
{ m=max(a,b)} 

 

��� �"-������	/-��!
��
�������	 Factorial

int Factorial (int n) { 
 int f = 1; 
 int i = 1; 
 while (i < n) { 
 i = i + 1;

f = f * i; 
 }

return f; 
 }

������-��*�����&'�(��� 
��� ������
�)��������"����
1���� ��� 1 ≤ n (12������-�
1�����
&'�(��� 
��� ������
�)��������"�11�� /���&'�(��� ��� f = n! 
 &'�(��� Factorial �����	0������������" (while) I������J����!�
��/)����;
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�*�� premise ����J�'+�����2"9�*� ������-��*��%���2����-'%���������	��*�� body ���1
'�A����*�� test 

����������1
'�'+���!� 	��*�� conclusion ����J�2"9�*��1%����!)7����������%���������1
'�A��� �����%��
�������#��	�1
'���A�(1���*�� test �2�1���'+��%A� (����2��� test �'+���!��������1
'�2���-�*�" ���7�����
�1�"-'%���������	��*�� body ����*� test �2�'+��%A�) ����J����!�
��/������� while �����������09)�������
	
���)�1�����"�J-)�)����;

{Q} 
 initialization 
 {P} 
 while (test) { 
 loobBody 
 }

{┐test ∧ P} 
 finalization 
 {R} 
 

�����("*��*��09)�������(1�� {Q} �2�'+�������-��*�� 
�������2��!��7�����&'�(��� (12 {R} �2
�'+�������-�
1�� 
�������2�9)%���%���2"���11�� /���&'�(��� {P} �2������*� "$��'	$���0���
��-� 
(loop invariant) �*��-�*('�������1
' ��� �������������%���2�'+���!�	�%9���"���%��������1
' �*��
-�*('������;�2���
�)�������
������1
' 	�&'�(���(?�7�����1��;�*��-�*('������� 

{ (1 ≤ i) ∧ (i ≤ n) ∧ ( f = i! ) } 

(12��������������09)����������&'�(���(?�7�����1%�����������������'���J7���*��7*��: -)�
)��7*�-'��;

{1≤n} 
 f = 1;

i = 1; 

 {1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} 
 while (i < n) { 
 i = i + 1;

f = f *i; 
 }

{i≥n ∧ 1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} 
 return f; 
 {f = n!} 
 

���(���!���.�&'�(����'+�����*����� �*�� initialization, �*�� loop, �*�� finalization 
0*��	
�����������!�
��/�����
�7������&'�(���(���'+��*��:-)� &)���!������*���*���*����������*�� 
finalization 



����� 3 ���	
	���
�����������������	 

68

{1≤n } f=1; {1≤1 ∧ 1≤n ∧ (f=1!)}   {1≤1 ∧ 1≤n ∧ (f=1!)}i=1;  {1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} 
 

{1≤n} f=1; i=1; {1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} 

�	�(%�/'*��2�* finalization 

{(i≥n) ∧ (1≤i) ∧ (i≤n) ∧ (f=i!)} 
 return f; 
 {f = n!} 
 
������� return f; -�*���17*�����'1����('1��*�	): 	�&'�(��� ����!�
��/�����
�7�������'+���������
�0����&��)������	
��
79�1�*�������-��*��������7�����-'�
*������-�
1�� ����������	�������-��*��
�����7-)��*� i≥n ∧ i≤n ������7�����-)��*� i=n )����;� 

(i ≥ n) ∧ (1 ≤ i) ∧ (i ≤ n) ∧ (f = i!) 

⊃ (i = n) ∧ (f = i!)  
⊃ (f = n!) 
 

�	�(%�/'*��2�* initialization 

 �*�� initialization '�2��")������������� f = 1; i = 1; I����������2"9������-��*��(12 
1��-)�
)����;

{1≤n} 
 f = 1;

{R‘}
i = 1;

{1≤i ∧ i≤n ∧ (f = i!)} 
 
I��� {R�}�2���*��'+� {1≤1 ∧ 1≤n ∧ (f=1!)} (12�������� {R�}�!���.��*����"������� f=1; ����2-)�
������-��*�� ���������� f=1; ��� {1≤1 ∧ 1≤n ∧ (1=1!)}I���������
����)�����" {1≤n} %��	
�
��9'����!�
��/�*�� initialization -)�)����;

�	�(%�/'*��2�* loopBody 

�*��%�����%��7����!�
��/����*�� loop I����'+�����!�
��/ loop invariant �*����%���������������
#��	�1
' �2���%��	
� loop invariant �'+���!�%9���"������%����� ��������'+�����!�
��/�������7*�-'��;

{i<n ∧ 1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} 
 i = i+1; 
 f = f*i; 

{1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} 
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p ⊃ q p ⊃ r

p ⊃ q ∧ r

I���(��������� i = i+1; f = f*i; ���������-)��'+� 

{i<n ∧ 1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} 
i = i+1; 

 {R‘}
f = f*i; 

{1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} 
 
)������(%������1�"�*� f )��� f*i ����2-)� {R�} �'+� {1≤i ∧ i≤n ∧ (f*i=i!)} (12 {R’} �2
�'+�������-�
1��	
���"������� i = i+1; 0*��	
����������
�������-��*������������ i = i+1; )������(%� i
)��� i+1 	� R� �2-)� 

{(1≤i+1) ∧ (i+1≤n) ∧ (f*(i+1)=(i+1)!)} 
 
I���������������	
��
79�1�0����&��-)��*�

{(i<n) ∧ (1≤i) ∧ (i≤n) ∧ (f=i!)} 
⊃ {(1≤i+1) ∧ (i+1≤n) ∧ (f*(i+1)=(i+1)!)} 

 
����2�������"����!�
��/&'�(���(?�7�����1��;-)�&)���"
�./ 

����2�!�
��/����0����&��)���1*�� ����2	0������
���;�<��%��7���8��7�/7*�-'��;

�����������2(�����	
��
79�1�0����&������7������'+�����*�� 

�*��%�� 1: {i<n ∧ 1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} ⊃ {1≤i+1} 
�*��%�� 2: {i<n ∧ 1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} ⊃ {i+1≤n}
�*��%�� 3: {i<n ∧ 1≤i ∧ i≤n ∧ (f=i!)} ⊃ {f*(i+1)=(i+1)!} 

 
�*��%�� 1: �'+���!�����2 1 ≤ i �*��
������ 1 ≤ i+1 )��� 
�*��%�� 2: �'+���!�����2 i < n �*��
������ i+1 ≤ n )��� 

�*��%�� 3: ��������� 1≤i )����;�������
��%�;����������� f*(i+1)=(i+1)! )��� i+1 ����2-)� 
{(i<n) ∧ (1≤i) ∧ (i≤n) ∧ (f = i!)} 
⊃ {f = i!} 

 
)����;�����!�
��/�����
�7������&'�(���(?�7�����1���A���"
�./ 
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3.6  ����

���� !"������
������&'�(��� �'+�����������%���2
��! �%���'+�%�����(12�'+����1��
� !"������
���
������%�����%���2��!)��;������	0��������(7*12����������#�$�����!��7��/ ��'�2��"���
�'+�&'�(��� �
'(""��*���'+�%������������ !"������
����
'(""(������&)��������!��7��/0��� 
Knuth ����	
���������-�����./"���A���?���(7*12�������)���?@��/0��%��� !"�����%�����������������;� 
�
'(""��;������*� -�����./�0!�1��$.2'�2��� 
��� attribute grammar  

 	����� !"������
�������������	��2�2
1���!��	0��
'(""�0!�)����!����, �
'(""�0!�(%�
����(12�
'(""�0!��!�
��/ %��� !"���������-)����"�19������*�-�����./�0!�1��$.2'�2���I���� !"��-)�
�N��2����������
�)�*� 

���� !"������
����0!�)����!���� (operational semantics) �'+����� !"������
������
�������	�#�$��2)�"�
� )������� !"���H7!�������%������������2%���������"������������!��7��/���1�� 

��������������!��7��/������ ���� !"��)����H7!�����2�'+����"���������2��������������!��7��/
(7*12�.2������%����� &)�����2
��� state �2�2"9����*����7��('�7*��: 

���� !"������
����0!�(%����� (denotational semantics) �'+����	0�?@��/0������(%�
(denote) ����
������(7*12������� ?@��/0��%��	0�������*�?@��/0������
��� 
��� meaning function %��

���%���0����&���������2��!��7��-'�
*����2	
�*
1�����%��(7*12�������(1�� �������%9�'�2�#%���#�$��2
��?@��/0������
���� !"�����%��������������� 

���� !"������
����0!��!�
��/ (axiomatic semantics) �'+����� !"������
���%������ &)�
�!���.��*�&'�(������ %H$O� (theory) �������������	�����
���%����!)������%��������&'�(��� 
��� ����!�
��/%H$O� ��2"������!�
��/�2	0�(�A��I��� (axiom) �*����"�J����!�
��/ (proof rules) 

�����	
��
79�1��������"����'1��������2���&'�(��� �! ����� !"������
���(""��;��
1���!)��;�<����
���7���8��7�/ (12�����;�<��(���!)%�����;�7*�����!�
��/ ����!��	0� axiomatic semantics 	�����!�
��/
�����
�7������&'�(��� 
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���45���)�-	������ 3

��	�	
���*��
1. ���
�)&'�(���	
�)����;

void  main( ) { 
 int  x, y, z; 
 x = 10;

y = x * 2;
z = x + y; 

 }
	
�� !"������
����0!�)����!���� (operational semantics) ���(7*12����������� �����%�;�"��
����2��!��7��, ����2�2
�*���1��, (12����2�9)%������&'�(��� 

����2 ����
����0!�)����!����

2.  ���&'�(���	���� 1 	
�� !"������
����0!�(%����� (denotational semantics) ���&'�(���
(12���(7*12����������� 

3. 	
��!�
��/�����
�7������&'�(���	���� 1 �*������%��������A��!;��27���-)��*� z %�����*������*� x (12��
�*������*� y &)�	
������������-��*�� (precondition) (12������-�
1�� (post-condition) ���(7*12
�������

������-��*�� (precondition) ������� (statement) ������-�
1�� (post-condition) 
void  main () { 
 

int  x, y, z; 
 

x = 10; 
 

y = x * 2; 
 

z = x + y; 
 

}


